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Resume.-Cet article est une version, destinee a une audience plus large, de notre recent tra- 
vail ([Pal])- Dans ces travaux nous generalisons au contexte des faisceaux analytiques coherents 
un resultat classique de Grothendieck-Koszul-Malgrange ( jKo-Malj 'l concernant l'integrabilite 
des connexions de type (0, 1) sur un fibre vectoriel C°° au dessus d'une variete complexe. En 
introduisant la notion de faisceau 9-coherent, qui est une notion qui vit dans le contexte C°°, 
nous montrons l'existence d'une equivalence (exacte) entre la categorie des faisceaux analytiques 
coherents et la categorie des faisceaux d-coherents. La difnculte essentielle de la preuve de ce 
resultat consiste a resoudre un probleme differentiel quasi-lineaire dont le terme principal est un 



operateur d usuel. La solution de ce probleme est obtenue en utilisant un schema de convergence 
rapide de type Nash-Moser. Un autre ingredient important pour la conclusion de la preuve est un 
^ \ resultat profond de Malgrange qui afflrme la fidelite plate de l'anneau des germes des fonctions 

C°° a valeurs complexes en un point, sur l'anneau des germes des fonctions holomorphes en ce 
point. 

^ : ,— , 

Abstract .-This paper is a large audience version of our recent work ( |Pal| ) in which we give a 
generalization, in the context of coherent analytic sheaves, of a classical result of Grothendieck- 
Koszul-Malgrange f |Ko-Ma,l] ) concerning the integrability of connections of type (0, 1) over a 
C°° vector bundle over a complex manifold. We introduce the notion of <9-coherent sheaf, which 
is a C°° notion, and we prove the existence of an (exact) equivalence between the category of 
coherent analytic sheaves and the category of 9-coherent sheaves. The principal difficulty of the 
proof is the solution of a quasi-linear differential equation with standard 8 as its principal term. 
We are able to find a solution of this differential equation, using a rapidly convergent iteration 
scheme of Nash-Moser type. We also use a deep result of Malgrange asserting that the ring of 
germs of complex differentiable functions at a point is faithfully flat over the ring of germs of 
holomorphic functions at the same point. 



Mots-cles : faisceaux analytiques coherents, algebre homologique non-commutative, EDP quasi-lineaires, meth- 
ode Nash-Moser. 

Classification AMS : 32C35, 35N10. 
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Introduction 



Le resultat de Grothendieck-Koszul-Malgrange mentionne dans le resume (voir [Ko -Malp 
affirme qu'un fibre vectoriel complexe differentiable au dessus d'une variete complexe, qui ad- 
met une connexion 3 de type (0, 1) telle que 3 2 = possede une structure de fibre vectoriel 
holomorphe. En d'autres termes, en utilisant l'equivalence entre les notions de fibre vectoriel 
et de faisceau localement libre sur une variete, on observe que le noyau de la connexion 3 est 
un faisceau de O-modules localement libre. Le point essentiel de ce resultat consiste a prouver 
l'existence d'une solution de l'equation differentielle quasi-lineaire g~ 1 3 J g = A (ou 3 3 est la 
(0,l)-connexion canonique sur le faisceau des fonctions C°° et A represente la (0, l)-forme de 
connexion locale de 3) avec la condition d'integrabilite 3 d A + A A A = 0. Nous generaliserons 
cette equation pour prouver notre caracterisation differentielle laquelle introduit comme objet 
nouveau la notion de faisceau ^-coherent. Precisement un faisceau ^-coherent est un faisceau Q 
de modules de fonctions C°° a valeurs complexes, muni d'une connexion 3 de type (0, 1) telle que 
3 2 = 0, et qui admet localement des resolutions de longueur finie, par des modules de fonctions 
C°° a valeurs complexes. Notre caracterisation affirme essentiellement que le noyau de la connex- 
ion d est un faisceau analytique coherent. On aura alors une equivalence exacte (l'exactitude est 
due a la fidelite plate de l'anneau des germes des fonctions C°° a valeurs complexes sur l'anneau 
des germes des fonctions holomorphes, voir [Mai]) entre la categorie des faisceaux analytiques 
coherents et la categorie des faisceaux 5-coherents. La difficulte essentielle de la preuve consiste 
a montrer que quel que soit le choix de la resolution locale du faisceau G, on peut trouver au 
voisinage de chaque point de l'ouvert sur lequel on considere la resolution locale, une autre 
resolution locale constitute de matrices holomorphes. En d'autres termes on cherche une reso- 
lution locale admettant des formes de connexion nulles. Pour atteindre cet objectif on introduit 
la notion de recalibration, laquelle generalise la notion classique de changement de jauge pour 
les formes locales d'une connexion de type (0, 1) integrable sur un faisceau localement libre. La 
notion de recalibration ne represente rien d'autre qu'une action d'un semi-groupe sur l'ensemble 
des formes qui representent localement la condition d'integrabilite de la connexion 3. La notion 
en question permet de traduire notre probleme en termes d'un systeme differentiel quasi-lineaire 
dont le terme principal est un operateur 3 usuel. Les conditions d'integrabilite de ce systeme 
ne sont rien d'autre que les expressions locales de la condition d'integrabilite de la connexion 3. 
Les solutions du systeme differentiel seront obtenues a l'aide d'un procede iteratif de type Nash- 
Moser, dont chaque etape est determinee par une recalibration obtenue en fonction de l'etape 
precedente. La preuve de l'existence de solutions du systeme differentiel en question est exposee 
dans la sous-section 15 .5| et constitue la partie essentielle de la preuve de notre caracterisation 
des faisceaux analytiques coherents. La technique qui consiste a utiliser des schemas iteratifs 
pour montrer l'existence des solutions de problemes non lineaires est desormais bien connue 
en analyse complexe. On peut citer par exemple les travaux de Webster [ We-lj et |We-2j . qui 
utilisent des techniques de type Nash-Moser, (voir |Mos-1| et |Mos-2| ) pour prouver l'existence 
des solutions de deux problemes differentiels fondamentaux en geometrie complexe. L'ingredi- 
ent final qui permet de conclure notre preuve est le resultat profond de Malgrange mentionne 
precedemment, lequel permet aussi une generalisation du theoreme de Dolbeault au cas des fais- 
ceaux analytiques coherents (9-coherents). Enfin on remarque aussi un resultat d'integrabilite 
pour les connexions sur les faisceaux admettant des resolutions locales de longueur finie sur les 
varietes differentiables. 
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1 Faisceaux <9-coherents sur les varietes complexes 



On va commencer par rappeler un resultat classique bien connu du a Grothendieck-Koszul- 
Malgrange. On a besoin d'abord de quelques notations et remarques. Soit (X, J) une variete 
complexe, ou J est le tenseur de la structure presque-complexe suppose integrable. On designe 
par Sx le faisceau des fonctions C°° a valeurs complexes, par £^ q le faisceau des (0, g)-formes et 
par dj G Hom 0x (£^ q , £^ q+1 )(X) la composante de type (0, 1) de la differentielle. Soit F — ► X 
un fibre vectoriel complexe C°°. On rappelle que sur une variete complexe il y a une equivalence 
entre les notions suivantes. 

{Fibres vectoriels complexes C°° } < — ► {Faisceaux de ^-modules localement libres} 

F i — ► £{F) '■= Faisceau des sections C°° de F 
L' application inverse envoie Q i— > (F, (?/> a )a) ou 

F := II Gx/m(£ x ) • Q x 

xdX 

et les trivialisations locales 

sont obtenues de fagon naturelle a partir des trivialisations locales ip a : £® r §\u a ^ u fai sceau 
localement libre Q. L'equivalence precedente est aussi valable pour les fibres vectoriels holo- 
morphes et les faisceaux de O-modules localement libres definis sur une variete complexe. On 
considere la definition suivante. 

Definition 1.1 Une connexion de type (0, 1) sur un faisceau Q de £x~modules est un morphisme 
de faisceaux de groupes additifs 8 : Q — ► Q ® £x £^ X tel que 8(g ■ f) = (dg) ■ f + g (g> 8 3 f , pour 
tout g eGx et f G £x,x ■ 

La donnee d'une connexion de type (0, 1) sur le faisceau de £x-modules G determine de fagon 
univoque une derivation 8 de type (0, 1) sur le complexe (Q® £x £x Q )q>o- En effet on peut definir 
l'extension 8 : Q ® £x £^x — ► Q ® £x £x 9+1 par la formule classique 

(<M(£ ,. -,£,):= £ (-l)^M&,...,g,-,^))(^-)+ 

0<j<q 

+ y, (-i) J ' + Mfe-,Cfc],eo,...,S.-,ffc,-,e 9 ) 

0<j<k<q 

avec to G {G® £x £ x q )(U) e ^ Cj £ ^(^x' 1 )^)' sur un ouver t U quelconque, ou de fagon equivalente, 
par la regie de Leibnitz 

B(g a) := dg A a + g <8> 8 3 a 
avec g G Q x et a G ^ pour tout x G X. Souvent on pense une connexion en termes de sa 

extension au complexe (Q ® £x £ x q ) q >o- Sur tout faisceau T de Ox-modules on peut considerer 
la connexion canonique 

8 T := l T ® 0x 8 j : T ® 0x £°/ T ® 0x £°/ +1 
qui est vue comme une connexion de type (0, 1) sur le faisceau de £x-modules 

jroc : =F® 0x £x . 
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Bien evidement la definition precedente est une generalisation immediate de la notion classique 
de connexion de type (0, 1) canonique associee a un fibre vectoriel holomorphe, (voir par exemple 
les ouvrages [DcmJ. f |Gri-Ha| et( |Welj ). La donnee d'une connexion de type (0, 1) sur Q determine 
aussi le tenseur de courbure de la connexion qu'on notera par 



Q B &[£nd ex {G) ® £x £f){X) 



et qu'on definit par la formule Og(£, rj) ■ g := (<9 2 <?)(£, 77) avec g G Q(U) et £,77 G £(T X ' )(^0- 
On note de plus £q ■ g := 8g(£) la derivee covariante de la section g calculee le long du champ 
£ et on remarque que la premiere definition de l'extension de la connexion d implique de fagon 
triviale la formule 

fa • (Va ■ 9 ) - 1§ . (£5 . g) = [£, vh-9 + @g(£, rj) ■ 9, 

ou [£,77] G £(Tj£ )(U), grace a l'hypothese d'integrabilite du tenseur de la structure presque- 
complexe J G C°°(T X ® r Tx)(X). Le tenseur de courbure @g exprime done le defaut de commu- 
tation des derivees covariantes secondes des sections de Q le long des champs de type (0, 1). Nous 
porterons un interet particulier aux connexions de type (0, 1) integrables, e'est a dire aux connex- 
ions telles que B 2 = 0. La formule precedente caracterise alors ce type de connexions (0, 1) comme 
etant celles pour lesquelles les derivees covariantes secondes, calculees le long de deux champs 
qui commutent, commutent egalement. En termes explicites on a Fegalite (rjg-g) = r]g- (Cg-g) 
S1 [£> V] = 0- Un exemple de (0, l)-connexion integrable est evidemment la connexion d T intro- 
duite precedemment. Avec les notations introduites precedemment on peut enoncer le resultat 
de Grothendieck-Koszul-Malgrange f |Ko-Ma,f] 'l sous la forme suivante. 



Theoreme 1 Soit F — ► X un fibre vectoriel complexe C°° sur une variete complexe X . Alors 
'existence d'une structure holomorphe sur le fibre F est equivalente a I 'existence d'une connexion 

£(F). 



d : £(F) — ► £{F) <8> £ £x 1 de type (0, 1) integrable (i.e. d 2 = 0) sur le faisceau de £ -modules 



En utilisant l'equivalence entre les notions de fibres vectoriels holomorphes et faisceaux de O- 
modules localement libres sur une variete complexe, on peut reformuler en termes equivalents le 
theoreme ^ sous la forme suivante. 

Theoreme 2 Soit F — > X un fibre vectoriel complexe C°° sur une variete complexe X muni 
a une connexion d : £(F) — ► £{F) ® E £^ telle que d 2 = 0. Alors le noyau Kerd C £{F) 
de la connexion est un faisceau de O-modules localement libre tel que (Kerd) ■ £x = £(F) (ceci 
signifie que les generateurs locaux du noyau Kerd sur le faisceau Ox sont aussi des generateurs 
locaux de £(F) sur le faisceau £x)- 

On a en conclusion que le noyau de la connexion 8 est le faisceau des sections holomorphes 0(F) 
du fibre F. Dans le cas des faisceaux de £x-modules inversibles qui admettent une connexion do 
de type (0, 1) telle que a 2 = on sait que toutes les connexions de ce type, et seulement celles 
ci, sont de la forme Bq + A® ou A G £ X ' 1 (X) est une (0, l)-forme ^j-fermee. On a alors que si 
L est un fibre en droites holomorphe les structures holomorphes sur L sont en bijection avec 
les (0, l)-formes globales 9 7 -fermees. Avant d'enoncer le resultat qu'on se propose de demontrer, 
on remarque que si T est un faisceau analytique coherent, le theoreme des syzygies (voir [E 
chapitre 5) implique l'existence d'une O-resolution de longueur finie 
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dans la categorie des faisceaux C-analytiques coherents. En rappelant que F 00 := T ® 0x £x on 
obtient un diagramme commutatif suivant dont toutes les directions horizontales et verticales 
sont exactes. 





T 



u 



<Pl 



U 



H>2 



u \u £ u u \u £ u v 



(pi 



5, 



<P2 



^8)1(0,1) 
8, 



(pi <g> I(o,i) 



V?2 ® 1(0,1) 



i> ® 1(0,2) 



£©Po 1£ ( (£0,1 ^®p 1£ „ ^0,2 ^ ©po 



® Ji(0,2) 



£©pi , ^o,i^epi u j , ^o,2^©pi 



V?2 <8> 1(0,2) 



<Pm-l 



<Pm-l 

5, 



fm-l ® -H(0,1) 



(n®Pm-l ^ C©Pm-l J r 

!7 U \ 1 



0,l\©p,„-l 
(7 / 



5 r 



<Pm-l ® 1(0,2) 



0,2\®p m _i 



5 



<fm ® 1(0,1) 
5, 



® 1(0,2) 



Q<S)Pm ^ffiPm £ „ (£0,1 ^©p m J ( (£0,2-jffip m 





La raison de l'exactitude est la suivante. La platitude de l'anneau £ x x sur l'anneau O x x (voir 
l'ouvrage de Malgrange |Ma,lp implique l'exactitude des autres fleches verticales. L'exactitude 
du dernier complexe ((£®' q )® Pm ; dj) q >o implique l'exactitude du complexe 

(K e (<p m ^ 1 )® £u £% q ;d J ) q > , 

ou Vf{ip m -\) designe le faisceau des relations de tp m -i sur le faisceau £ x . En procedant par 
recurrence decroissante et en utilisant l'exactitude des complexes en dj et l'exactitude des fleches 
verticales on obtient finalement l'exactitude du complexe 

Faisons maintenant le point de la situation obtenue jusqu'ici. On est parti d'un faisceau an- 
alytique coherent T pour obtenir un faisceau de ^-modules J 700 admettant des ^-resolutions 
locales de longueur finie lequel est muni d'une connexion d T de type (0, 1) integrable telle que 
le noyau de celle-ci soit le faisceau analytique coherent de depart T . De maniere generale on a 
la caracterisation differentielle suivante. 
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Theoreme 3 Soit X une variete complexe et soit Q un faisceau de Ex -modules qu'on suppose 
muni d'une connexion d : Q — > Q ® £x E^ 1 de type (0, 1) telle que d 2 = 0. Si de plus le faisceau 
Q admet des £ '-resolutions locales de longueur finie, alors le faisceau de Ox-modules Kerd C Q 
est analytique coherent, on a les egalites Q = [Kerd) • Ex — (Kerd) (g> Ex et la connexion d 



coincide, a isomorphisme canonique pres, avec 
analytique coherent Kerd. 



'extension naturelle d Ker g associee au faisceau 



Le theoreme precedent montre done qu'on est dans la meme situation que celle decrite precedem- 
ment. Bien evidemment le theoreme 03 constitue une generalisation du theoreme El Considerons 
maintenant la definition suivante. 

Definition 1.2 Un couple (Q,d) = Gq ouQ etd verifient les hypotheses du theoreme 1 est appele 
faisceau d-coherent. Un morphisme ip : Aq — > Bq 2 de faisceaux d-coherents est un morphisme 
de faisceaux de Ex-modules tels que le diagramme suivant soit commutatif 



A ® £x E x 



oi I(o,i) 



B 



E 



o.i 

X 



2 



A 



r 



B 



Le theoreme 01 et la fidelite plate du faisceau Ex sur Ox montrent que sur une variete complexe 
on a une equivalence exacte entre la categorie OCoh des faisceaux analytiques coherents et la 
categorie dCoh des faisceaux O-coherents. Plus explicitement on a le foncteur oo qui agit de la 
fagon suivante : 



T £ OCoh 

ip G Hom 0x {A, B) 



g dCoh 

ip®l£ Hom{Af ,Bf 



et son inverse 



Qq £ 9Coh 

f G Hom(AQ 1 ,B B2 ) 



Kerd G OCoh 

ip\„ G Hom (Kerdi, Kerd^) 



Considerons maintenant le cas des faisceaux d'ideaux. Soit X C Ox un faisceau d'ideaux de fonc- 
tions holomorphes (non necessairement coherent). On considere le faisceau d'ideaux de fonctions 
C°° a valeurs complexes X°° :=I-£x Q Ex et on remarque que la regie de Leibnitz implique que 
pour tout germes de (0, l)-champs £ G £(T^ 1 ) X on a l'inclusion £.Z£° C pour tout x G X. 
De maniere generale on a la definition suivante : 



Definition 1.3 Un faisceaux d'ideaux J C £ x de fonctions C°° a valeurs complexes est dit 



dj-stable si pour tout germe de (0, \)-champs £ G £(T X ,1 ) X on a l'inclusion £. J x C J x , pour tout 
x£X. 

La ^-stabilite d'un faisceaux d'ideaux J C £ x de fonctions C°° a valeurs complexes implique 
evidemment qu'on peut considerer l'operateur dj comme une connexion dj : J — > J ® e E^ 1 
de type (0, 1) integrable sur le faisceaux J . Dans le cas ou ,7" = 2^°° on a par consequence de la 
platitude de l'anneau £x,x sur l'anneau Ox,x que la connexion en question coincide, a isomor- 
phisme canonique pres, avec la connexion canonique dj. associee au faisceau X. Une consequence 
immediate du theoreme precedent est le corollaire suivant : 
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Corollaire 1 Soit J C Ex un faisceaux d'ideaux de fonctions C°° a valeurs complexes dj -stable 
admettant des £ -resolutions locales de longueur finie. Alors le faisceaux d'ideaux J n Ox est 
analytique coherent et (J Pi Ox) • £x = J , (autrement dit le faisceau d'ideaux J D Ox est un 
O-module localement de type fini et ces generateurs locaux sur Ox sont aussi des generateurs 
locaux du faisceau J sur £x)- 

Concretement pour verifier la ^-stabilite du faisceau J il suffit de faire un choix arbitraire de 
reperes locales S £(T^ 1 )® n (U), de generateurs (ipi, if) p ) G J® P (U) et de montrer, 

pour tout x € U, l'existence de germes de fonctions fk,i,j £ £ Xx qui veriflent les egalites 

v 

£,k,x -i>l,x = fk,l,j ■ 1pj,x- 

3=1 

On remarque qu'en general le fait qu'un faisceau d'ideaux J C £ x soit un ^-module localement 
de type fini n'implique pas necessairement que le faisceaux d'ideaux J n Ox soit un O-module 
localement de type fini. On a le contre-exemple suivant. 

Contre-exemple. Soit X = C et J := £{ip) Q £ c le faisceaux d'ideaux de fonctions C°° a 
valeurs complexes engendre sur £ c par la fonction C°° sur C, ip(z) := exp(— 1/x 2 ) • sin(l/x) + i y, 
(z = x + iy). On a que {J n O c ) z = pour z = 0, (j7 n O c ) 2 = m (C Cz ) P our tout 
z = l/(kir), k G Z et (J fl O c ) z = C z pour z / 0, l/(kn), k £ Z. Le faisceau d'ideaux 
Pi O c n'est pas un O-module localement de type fini. En effet pour tout voisinage ouvert 
U C C tel que E U on a (J n O c )(J7) = 0. Ceci signifie bien evidemment que tous les mor- 
phismes 93 : 0® r — ► (J O c ) { sont nuls. 

Le corollaire ^ montre done l'existence d'une equivalence exacte entre la categorie des faisceaux 
d'ideaux de fonctions holomorphes coherents et la categorie des faisceaux d'ideaux J C £ x de 
fonctions C°° a valeurs complexes admettant des ^-resolutions locales de longueur finie, qui sont 
stables par rapport aux derivations le long des champs de vecteurs de type (0,1). On remarque 
enfin que la cohomologie des faisceaux coherents (9-coherents) sur une variete complexe peut 
se calculer, grace a l'isomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil (voir par exemple les ouvrages 
|Demj . ( |Gri-Haj et( [Welj ). par la formule suivante : 

H«(X,g 8 ) := H q (X, Kerd) * H«(T(X,G ® £x £°/);B), 

qui constitue une generalisation du theoreme de Dolbeault. Un cas particulier (ou une generali- 
sation si on veut) de la formule precedente est la suivante : 

H«(X,g 8 ® £x £g£) := H«(X, (Kerd) ® Qx G(n p x )) - H\T{X,G ® £x £ p /);d n ) =: H™(X,G d ) 

ou := (-lyBj, Q-q ® £f := (G ® S%° , B w ) et % : Q ® £f — ► Q ® £ p / designe 

j,p 

la connexion sur le produit G ® £ laquelle est definie par la regie de Leibnitz. 
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2 Idee de la preuve du theoreme [3] dans le cas des faisceaux de 
^-modules localement libres avec la technique de type Nash- 
Moser 

2.1 Expression locale de la condition d'integrabilite B 2 = dans le cas des 
faisceaux de ^-modules localement libres 

A partir de maintenant on va noter par M^i(£jl q (U)) l'espace des matrices k x I a coefficients 
dans l'espace des (0, q) formes £^l q (U). Soit tp : £® r -—>■ G\ v une trivialisation locale du faisceau 
Q . Le fait que ij) est surjective implique l'existence d'une matrice uj°'° G M POtPO (£]l (U)) telle 
que 



On obtient alors le diagramme commutatif suivant : 

B _ _ 01 a 



\u t u u 



\u t u u 



i> ® i(o,i) 



F) 4- / !°' 

c° j ■ (^r) 



4- / ,0.0 
D.I - ,» U J^ UJ 



1p ® I(o i2 ) 



0,2\©po 
(7 / 



L'hypothese d'integrabilite 9 2 = est equivalente localement a l'egalite = d 2 ip. En explicitant 
celle-ci on a : 

= a 2 V = • = 5-0 A uj°'° + i> ■ B^ = ifjiBjUJ ' + lo°'° A uj°'°) 
Le fait que tj) soit injective implique alors la relation 

Done l'hypothese d'integrabilite B 2 = s'exprime localement par cette relation. Dans la suite de 



cette section on designera par Q(U) C M POiPo (£^l (U)) l'ensemble constitue par des matrices uj [ 
qui veriflent la condition en question. Les elements de cet ensemble seront appeles calibrations. 



0,0 



2.2 Formulation du probleme differentiel dans le cas des faisceaux de S- 
modules localement libres 

On veut trouver pour chaque x G U un voisinage ouvert V de x et un element r/°' u G 
^po.poC^xOO) tel que # = go(rj) '■= + ?7 ' G GL(p , £{V)), n = r/°'°, qui soit solution de 
l'equation differentielle 

9(V • go) = 0. 

Si on atteint ce but on obtiendra le diagramme commutatif suivant : 

B 







(Kerd) 



\v 



g, ® £ £', 

IV t v v 



0,1 



(J®P0 

V 



B T 



tp v ® I(o,i) 



o,i->epo 

V > 
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ou ^ v = ip-goi"*]), lequel permet de conclure dans le cas des faisceaux localement libres. L'equation 
precedente est equivalente a l'equation ^(o; 0,0 • go + BjT] ' ) = 0. L'injectivite de tp implique alors 
que l'equation precedente est equivalente a l'equation 

(SL,) : d jV > + L0 > Ar, > + u; > = 0. 

On a la proposition suivante. 

Proposition 2.1 La condition BjUJ 0,0 +lo ' Auj 0,0 = est la condition d'integrabilite du probleme 
differentiel quasi-lineaire (S^), (le probleme est quasi-lineaire car on cherche r/°'° dans un espace 
non lineaire). 

II est elementaire de verifier la necessite de la condition ^o; 0,0 + a; ' A a; 0,0 = 0. La matrice 

w 0.0 := g-Hdrf ' + u, ' A t? ' + U°>°) 

verifle les relations 

8ip v = tp v ■ oj v ' , 

5 0,0 . 0,0 . 0,0 n 
OjUJr] + UJ V AUJ V = (J. 

On voudrait alors appliquer un procede iteratif pour faire de sorte que o;°'° = 0, ce qui equivaut 
a resoudre le systeme (S^), Dans la suite on appellera element de recalibration un element 
rp'° G M P0tPQ (£x(U)) tel que go = I po -\-r] 0,0 g GL(po,£(U)) et on designera par V(U) l'ensemble 
constitue par tels elements. Venons-en maintenant a un preliminaire technique avant d'exposer 
l'idee de la preuve de l'existence des solutions pour le systeme differentiel (S w ). 

2.3 Choix des normes et operateur de Leray-Koppelman 

A partir de maintenant on va supposer dans cette section que U = B\ est la boule unite. Soit 
u = Yl\i\=q u i ' dzi est une (0, g)-forme a coefficients des (k, Z)-matrices a coefficients derivables 
jusqu'a l'ordre h > 0. On definit une norme de Holder invariante par changement d'echelle 

ll^llr, h, fj,, q := ^ ] 5*| a | r ' ^ 9 ||<9 ltj||r,/L( 

|/|=9 
\a\<h 

ou || • || r ^ est la norme de Holder invariante usuelle d'une fonction, \x G (0, 1) une constante fixee 
une fois pour toutes dans notre probleme et (Sk)k>o C (0, oo) une suite de poids (cette suite 
sera choisie a decroissance assez rapide de fagon a rendre en particulier les series convergentes). 
On remarque que si le degre q est > 1 on a que la norme \\u\\ r h,u,q tend vers zero lorsque le 
rayon r tend vers zero. 

On considere maintenant l'operateur de Leray-Koppelman classique de la boule de rayon r (le 
lecteur peut consulter avec profit les ouvrages classiques de Henkin-Leiterer |He-Lej . de Range 
[Raj et l'article de Harvey-Polkin [Ha,-Po] ) 

Tr, q ■ C^ +l (B r ,M k)l (C)) — ► C^(B r ,M k j(C)) 

II existe une suite de poids S = (Sk)k>o de la norme de Holder introduite precedemment telle 
que pour toute forme differentielle u G C '^ + -^(B r , M^(C)) on a l'estimation interieure : 

ll^r, g M||r(l-a),h+l,^, g < C ■ Cr~ S ^ ■ \\u\\ r) h, q+1 (2.1) 

avec C > une constante independante de la regularity h et a G (0, 1), s(h) G N une fonction 
affine strictement croissante. Pour simplifler les notations on identifiera dans la suite de cette 
section || • \\ r ,h^ q = II • \\ r ,h, T m = T r et \\d h f\\, = J2\ a \=h W^fW- 
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2.4 Esquisse du schema de convergence rapide de type Nash-Moser dans le 
cas des faisceaux de ^-modules localement libres 

2.4.1 Estimation fondamentale du schema de convergence rapide dans le cas des 
faisceaux de ^-modules localement libres 

On designe par e € (0,1/2) une constante fixee telle que pour toutes les matrices A G 
M POjPo (C) telle que ||A|| < e on a l'inversibilite de la matrice I Po + A. 

Proposition 2.2 Supposons donnes a; 0,0 £ Q(Bi), r, a € (0, 1), h € N et les poids Sj > 0, j = 
0, + 1 de la norme de Holder tels que I 'estimation $°2. ij) soit satisfaite. Supposons que le 
rayon r soit suffisamment petit pour assurer I 'estimation 

n ^- s ( h ) II, ,o,o 1 1 . _ 

O • O v ' ■ ||Ct> \\r,h < £■ 

Supposons de plus que le poids S/j+i soi< suffisamment petit pour pouvoir assurer I 'estimation 

o nnh+1 0.0 1 1 ^ II 0,0 1 1 

om u^ 1 ' son£ /es coefficients de la forme to 0,0 par rapport aux coordonnees choisies. Alors i] 0,0 := 
—T r uj 0,0 est un parametre de recalibration tel que 

11/ ,0,0 1 1 s an „s(h) ||, ,0,0 1|2 

\\ u r) llr(l-a),ft+l < DO • 0" ' ||<^ \\ r ,h 

Sans l'hypothese sur le poids Sh+i l'estimation precedente est valable pour h a la place de h + 1, 
pour toutes les matrices lo°'° qui verifient la relation ^u; 0,0 + a; 0,0 A u 0,0 = 0. L'hypothese sur 
les poids <SVi+i) comme on verra mieux ensuite, joue un role fondamental pour la convergence 
vers une solution C°° du probleme (S^). 

Preuve. En utilisant la definition du parametre rj 0,0 et la formule d'homotopie pour l'operateur 
8 j on a : 



= -g^\T r A a; ' ) + w >° A T r a; - ) 

Le fait que e S (0,1/2) implique que H^o" 1 l|r(l— a-),ft+i < 2 (voir les details dans la preuve 
complete, prop 15 .31 dans la sous-section Q^^Q . L'hypothese sur le poids Sh+i implique l'inegalite 
suivante : 



I, ,0,0 A rp Q,0 1 1 ^ Oil, ,0,0 1 1 \\rp 0,0 I 

\U /\ l r UJ || r (l-<j),h+l S • ||i r W ' | 



r(l-cr),/i+l- 



On obtient alors l'inegalite : 

II, ,0,0 II <ro(r rr- s ( h ) II, ,0,0 1 1 2 , or , „-s(h) n, ,0,0i|2 

ll<*V \\r(l-<r),h+l - 2 (^ G ' a \\ U Wr,h + lLj ' ° 11^ \\r,h 

laquelle permet de conclure. □ 



2.4.2 Idee du procede iteratif dans le cas des faisceaux de ^-modules localement 
libres 

Les calibrations lu®'° 6 Cl(B rk ) obtenues au fe-ieme pas du procede iteratif sont definies par 
la formule recursive = 1 °u := r^(l — <7fc) et ou £ (0, 1) est un parametre 

qui controle la decroissance des rayons des boules, (le rayon initial ro etant choisi suffisamment 
petit). On choisit les quantites S (0, 1) de telle sorte que la serie Yli a k soit convergente. Le 
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rayon limite := lim/^ +00 rfc est alors non mil. Le parametre G V(B rk+1 ) qui controle la 
recalibration des elements fc > au fc-ieme pas du procede iteratif est defini par la formule 

0,0 rp 0,0 

Les poids sont choisis de telle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites pour tout 
entier k > 0. 

0,0 II ^ || 0,0 



5'fe+l||5 fc+1 ^ / || rfc , At < IK; 7 ||r fc ^ 



S k + X \\d k ^g^kt%. k ^ < 2- fc - 1 || flft (fc) ±1 || rfciA1 

ou 

9o( k ) := JJ 5o,j 
o<i<fc 

(on pose par definition go := I po . Le symbole de produit avec une fleche vers la droite designe le 
produit non commutatif de termes qui sont ecrits en ordre croissant de l'indice vers la droite). 
La derniere inegalite sert a assurer un bon fonctionnement du procede iteratif, plus precisement 
elle permet d'appliquer la proposition precedente a toutes les etapes du procede. On pose par 
definition 

II 0,0 1 1 i t tt s(k) 

a k ■= \\v k W r k,k et °k := H ■ a k ■ a k 
Avec les notations introduites precedemment on a la proposition suivante. 

Proposition 2.3 Pour tout entier k > on a les estimations suivantes ; 

a k +i < H • a k s{k) ■ a\ < 1, 

Wvl+Ak+uk+i < h < e < 1/2 
et les quantites a k , b k tendent (avec la bonne vitesse) vers zero lorsque k tend vers plus I'infini. 
En conclusion la limite 

77°'° = -I po + lim g (k) 

k^oo 

est une solution du systeme differentiel (S^). 



3 Introduction au cas de ^-resolution locale de profondeur ho- 
mologique egale a un (m = 1) 

3.1 Expression locale de la condition d'integrabilite B 2 = dans le cas m = 1 

Nous commengons par prouver le lemme elementaire suivant. 

Lemme 3.1.1 Soit X une variete complexe et soit Q un faisceau de Ex-modules. Si le faisceau 
Q admet des £ -presentations locales, soit par exemple 
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une £ -presentation au dessus d'un ouvert U , alors I'existence d'une connexion d de type (0, 1) sur 
le faisceau telle que 8 2 = 0, implique I'existence de matrices lu s, ° G M Ps!Pa (£^ 1 (U)), s = 0, 1 

et lo ' 1 G M pi:Po (£^ 2 (U)) telles que dtp = ip ■ to 0,0 et les relations 



1,0 



(3.1) 



0,1 



(3.2) 



soient satisfaites. Reciproquement I'existence de matrices u s > , s = 0, 1 et ui 0,1 qui verifient les 
relations (j, 1 ?. ij) et ([ff.iij) . implique I'existence d'une connexion 8 de type (0,1) sur le faisceau 
telle que dip = ip ■ uj°'° et 8 2 = 0. 

Preuve. La ^-presentation de consideree dans l'hypothese implique I'existence des ^-presentations 



0,q\©pi 
U I 



0,q 







pour q > 0. On aura alors I'existence d'une matrice a; 0,0 G M POjPo (£x (U)) telle que dip = ip-u; 0,0 . 
En appliquant la connexion 8 a l'identite ip o tp = on obtient la relation 

iPid^ + uj°>° ■ ip) = o. 

L'exactitude des ^-presentations precedentes, (pour g = 1), implique alors I'existence d'une 
matrice u 1,0 G M pi ^ pi {£^ 1 (U)) telle que la relation (|3.1j) soit satisfaite. On obtient alors le 
diagramme commutatif suivant, ayant des Heches verticales exactes : 









G, ® e £„ 



0,1 



8 



g, ® £ £ / 

1(7 t-u U 



IP 



f) -L- , A° 

u v I 



■0 01 



(0,1) 



(0,2) 



A 4_ , ,0,0 

o.i.^©po j _ ^o,2^epo 



Pi 



0, +w 



1,0 



Pi ® 1(0,1) 



Pi ® 1(0,2) 



L'hypothese d'integrabilite 3 2 = implique 

d'ou I'existence d'une matrice lo ' 1 G M pitPo (£^ 2 (U)) telle que la relation (|3.2j) soit satisfaite. 
Pour prouver la reciproque du lemme il suffit de considerer la connexion quotient 8 obtenue par 
la connexion 8 T + to 0,0 A •. □ 



En appliquant 1' operateur dj a la relation (|3.1j) on obtient l'egalite : 

djU ' ■ ip - A djip = Bjip A w 1 ' + ip ■ 8jU lfi . 
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En utilisant la relation (|.3.1j) dans l'egalite precedente on obtient 

BjUJ ' • tp + a; ' A lo°>° ■ ip - to ' A <p ■ to 1 ' = 



= -u°'° ■ if A u 1 ' + ^(a/' A a/' + djU 1 ' ). 
En utilisant la relation (|3.2j) on a : 

<p(d J u 1 <° + u, 1 > o Au; 1 > o -u o > 1 -<p) = 0. 
Dans notre cas ip est injective. On deduit alors la relation 

En appliquant l'operateur a la relation (jH.2|) on a : 

8^°'° A - A d^ = d jV A u^ 1 + • a^ ' 1 . 
En utilisant les relations (|3.1j) et 1)3. 2 Jl dans l'egalite precedente on obtient 

A w >° A ^°<° + 99 • cu - 1 A l^ ' + A w >° A - u; - A p • a; ' 1 = 

= • p A uj^ 1 + c^w 1 ' A W ' 1 + ^w ' 1 ). 

On a done 

c^X' 1 " ^ A ^°<° + a, 1 ' A lo ' 1 ) = 0. 
L'injectivite de ip implique alors la relation 

d J u < 1 -u°> 1 Au > + u 1 > Au > L = Q. 

On a obtenu en conclusion les relations 

Bjip + ■ ip = ip ■ to 1 ' 

(*)< djUi 1 ' + a; 1 ' A cj 1,0 = ui ' 1 ■ ip 

k - u, ' 1 A ca°>° + uo l $ A ca ' 1 = 0. 

II faut remarquer que dans la derniere expression on n'a pas de termes du type ip-uj''* ou u' ,m ■ p. 
Les expressions (*) constituent les expressions locales de la condition d'integrabilite B 2 = dans 
le cas de longueur m = 1 de la ^-resolution locale. La relation (j3.1|) est simplement une identite 
de commutation. 

3.2 Introduction a la formulation du probleme differentiel dans le cas m — 1 

La partie principale de la preuve consiste a prouver l'existence, pour tout x G U, d'un 



voisinage ouvert V C U de x et g = I po + G GL(p ,£(V)), gi = I Pl + r/ 1 ' G 
solution du systeme differentiel 

d{i> ■ g ) = 



^(c/o 1 -v-gi) = 0. 
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Si on atteint ce but on obtiendra le diagramme commutatif suivant 





(Kerd) [v 

4>\. 



V 







\V **Sv V 



0,1 



i> ® 1(0,1) 



0,l\©p 

V I 



n 







0, 



0,l\©pi 
v > 



avec tp := tp v := ip ■ go et (p := (p v := ■ ip ■ g\. En utilisant la fidelite plate de l'anneau £x,x 
sur l'anneau Ox,x (voir la preuve complete, section l5~6l pour plus de details) on peut conclure. 
En reprenant un calcul fait dans le cas m = 0, mais valable en tous les cas, on a : 

8(i/> ■ g ) = ^{Bjfi ' + A t? ' + 

Si d(ifj-go) = alors l'hypothese d'exactitude implique l'existence d'une matrice rj 0,1 G Mp liPo (£-^ (U)) 
solution de l'equation 

8 jV °>° + ^°>° A r? ' + ip ■ r? ' 1 + = 0. 

On a done que l'equation precedente est equivalente avec l'equation d(ip ■ go) = 0. Si on pose 
par definition 



■= g u : ii),,r + oj°>° A ,/ u * + ip • ,/"- ; ' •°- n > 



■ LO 



on aura la validite de la relation dip v = iprj ' w??' - De fagon analogue, si on pose par definition 
^° ■- 0-1 (g^LO + w l,0 A ^1,0 + ^0,1 . ^ + a/ l,0) j 

c^' 1 := g-l (0^0,1 + w ' 1 A r? - + a; 1 ' A r? ' 1 + t? ' 1 A + w ' 1 ) 

on aura la validite des relations (voir article pour les details des calculs en general prop 15.11 de 
la sons-section I5.2p 

8^ + • <Pr, = <pr, • 



et 



o 0,0 . 0,0 . 0,0 0,1 
O jUJf) + UJrj A UJ V = (p v ■ LOrj 



a 1,0 . 1,0 . 1,0 0,1 
OjUj]' + LVjj A uj v = Ujj ■ ip v 

5 0,1 0,1 . 0,0 . 1,0 . 0,1 
OjOJf) — UJ V A UJ V + UJr\ A LO^ 







lesquelles sont analogues a la relation (jH.lf) et aux relations (*) considerees precedemment. En 
utilisant l'hypothese d'exactitude on obtient le lemme suivant. 



15 



Lemme 3.2.1 Pour tout choix de matrices u> s, °, u; 0,1 , s = 0, 1 qui verifient les relations H.S.1|) et 
(*) on a que V existence d'une solution g := (go,gi) du systeme differentiel (£) esi equivalente a 
Vexistence d'une solution r/ := (rj 0,0 ,rj 1,0 ,r] 0,1 ), g = g(rj), du systeme differentiel quasi-lineaire 



( B jV °>° + a; ' A t? ' + ip • r? ' 1 + w°> = 

BjTi 1 ' + a; 1 ' A ry 1 ' + rf' 1 ■ ip v + u 1 ' = 

t djrj ' 1 + uj ' 1 A r?°'° + a/>° A r] ' 1 + c; - 1 = 
qui n'est rien d 'autre que le systeme differentiel 



' UJrj = 
0,1 n 



7] — " 

= 0,1. 

On a besoin de l'hypothese d'exactitude de la ^-resolution locale seulement pour prouver que 
les systemes (S) et (S w ) sont equivalents. A partir du moment ou on s'interesse seulement au 
systeme (S w ) l'hypothese d'exactitude n'a plus aucun interet. En termes precis on a la proposition 
suivante. 

Proposition 3.1 Supposons donnees des matrices lo s, °, lu 0,1 ,s = 0,1 et tp telles que 



Alors les relations 



■ BjLU ' + LU°> AW ' = i P -iO°' 1 

(*)< 9/ + ^ A^°=^ 1 ^ 

k BjLU ' 1 - w ' 1 A w°>° + u 1 ' A c^' 1 = 
constituent les conditions d'integrabilite du systeme differentiel (S^). 

4 Idee de la preuve du theoreme [HI dans le cas general d'une 
^-resolution locale de longueur arbitraire 

4.1 Premiere etape : presentation de l'expression locale de la condition d'in- 
tegrabilite d 2 = 

On pose par definition I m := {(s, k) \ s = 0, ...,m, k = — l,...,m — s, (s,k) ^ (0,-1)}. 
On utilisera dans la suite la convention qui consiste a negliger les termes d'une somme ou d'un 
produit si l'ensemble des indices sur lesquels on effectue ces operations est vide. On a le lemme 
suivant. 







Lemme 4.1.1 Soit donnee E®*» ^ £©*™-i ^ ... ^ £®pi ^ £®*> 

u u u u \u 

une £-resolution locale de longueur finie. Alors Vexistence d'une connexion d de type (0,1) sur 
le faisceau Q telle que B 2 = 0, implique Vexistence des matrices ui s,k 6 M Ps+kjPs (£^ +1 (U)) pour 
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(s,k) S I m telles que si on utilise I 'identification (p s = oj s ' , on aura la validite des relations 
dip = ip ■ lu°'° et 



fc+i 



d T io s ' k 



+ (-l) fc "V +J>) Aw SJ = 0. 
3=-l 



(4.1) 



On obtient alors le diagramme commutatif suivant, ayant des fleches verticales exactes : 








u 



V 



,0,0 



i>® 1(0,1) 

<9 r +u; > 



if) <g) 1(0,2) 



^£•0,2 ^ep 



<9, + W 



1,0 



cpi (8)1(0,1) 



¥>1 ® 1(0,2) 



r) 4- / i 1 ' 

£;epi 1 ~ , ^o.i-^epi u j ~r ^ ( ^o,2^epi 



La figure Q montre les matrices ui s,k qui sont representees par des fleches dans le diagramme 
suivant lequel represente le complexe determine par la ^-resolution locale (92, tp) dans le cas de 
longueur m = 4. 



nn 1 



PO 
J 1 '- 1 

Pi 

P2 
j3,-l 

P3 
Pi 

































a; 4 - 











Fig. 1 - 



s.k ._ 



si 



Dans la relation (|4,1|) on utilise les conventions formelles w 0,_1 := 0, := et uj 

s>m+louk>m — s + 1. Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans 
la relation (|4.1j) pour (s, k) = (1, 2), dans le cas de longueur m = 4. 

On considere le cas m = 4 ceci etant le cas de longueur minimale pour laquelle on voit le probleme 
en toute sa generality. Les relations (|4,1|) pour les indices k > constituent les expressions locales 
de la condition d'integrabilite B 2 = de la connexion 8 relativement a la ^-resolution locale 
choisie. Les relations (|4.1j) pour les indices (s, k) = (•, —1) representent simplement des identites 
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1 2 3 4 5 



Pi 



Pi 



P3 



Pi 







































W 3 .° 





Fig. 2 - 



de commutation. La liberie homologique qui caracterise le choix des matrices uj s,k est exprimee 
par une action de semi-groupe qui aura une importance considerable dans la preuve du theoreme 
Elet qu'on expose dans la sous-section suivante. 



4.2 Deuxieme etape : la notion de recalibration 

On commence avec les definitions suivantes. On pose par definition 

T{U):= GL(p s ,£ x (U)). 

s=0,...,m 

On considere T(U) avec la loi de groupe naturelle induite par les groupes GL(p,,£x{U)). 

Definition 4.1 La classe [(f,tp] de £ -isomorphisme de la £ -resolution locale (<p,ip) est V ensemble 
des £ -resolutions locales de longueur m au dessus de I'ouvert U pour lesquelles il existe 

g 6 r([7) tel que le diagramme suivant soit commutatif. 







CffiPm 



H>2 



<p 2 



C0P1 






u 








91 


i 






4 









I, 



\u 

I 







On a alors que [<p, tp] = {(<p g , ip g )\g £ T(U)} ou ip g := ip ■ g Q et (f s>g := g s \ ■ ip a ■ g s . Ensuite on 
designe par 

n(U,<p g ,^ g ,d)cz M Ps+k , Pa (£°x k+1 (U)) 

l'ensemble, non vide par l'hypothese d'exactitude de la £ -resolution locale (<p,ip), constitue par 
les elements u = (oJ s ' k ) s ,k, ^ s,fc 6 M Ps+k:Ps (£^ k+1 (U)) tels que a;'-" 1 = <p m>g , 5ip g = ^ g - a; ' et 
la relation (|4.1j) soit satisfaite. Ensuite on definit la "fibration" 

Sl(U,[<p,il>],d):= XI Sl(U,<p g ,il) g ,d) 
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au dessus du groupe T(U), dont les elements seront appeles calibrations et l'ensemble des 
parametres au dessous de l'ouvert U 



V{U) C M PM (£°/(U)) 



s=0,...,m 
k=0,...,m—! 



constitue par les elements n = (r) s ' k ) s ,k, rj s ' k G M Ps+ktPs (£^ k (U)), tels que Ip 3 +rj s '° G GL(p s ,£ x (U)), 
s = 0, ...,m. On munit V(U) de la loi de semi-groupe donnee par le produit exterieur des 
parametres qu'on deflnit de la fagon suivante ; si 771, 772 6 V(U) on designe par 771 A 772 € ^(^O 
le parametre dont les composantes sont definies par la formule 



I a \s,k s,k . s,k . \ s+j,k—j . s,j 

(»7i A T72) ' +2^^ A 77 2 * 7 . 

j=0 

L'element neutre de cette loi est le zero. Considerons maintenant l'application 

R-.p(u)xn(u,[^],d) — > n(c/,[^],d) 
(?7,a;) 1 — ► 

ou les composantes de uj v sont definies par recurrence sur k, pour tous les indices (s,k) G /„ 
par la formule (ici on utilise les definitions formelles jj s,m ~ s+1 := 0, 77~ lj := et t? s ' _1 := 0) 



^ k = ( \ s+k + v s+k >° 



-1 



3=0 



fc+1 fc-1 

s+j,k-j a 



(-l)*-jy +i,fe ~ J ' A u# J ' + w s ' fc ) (4.2) 



i=-i 



1,-1 



PL 



P2 



P4 



1,0 ^ 








^1.1-0- 


\l 












/r? 0,3 











/ 93 



Fig. 3 - 



Le diagramme precedent montre les matrices qui interviennent dans la definition de la matrice 
1 2 

lo v ' dans le cas ou la longueur de la resolution est egale a 4. Le lecteur peut alors essayer avoir 
une perception visuelle de la formule de recalibration (|4.2[) . On appelle R application de recali- 
bration et on dit que uj^ est la recalibration de u> avec parametre de recalibration rj. Dans la suite 
on utilisera aussi les notations g s = g s {v) := \ s + V s '°, ^Pv = ^giv)' Avec l a premiere notation 
on a evidemment cj*' 1 = LJ *( r) ) 1 - On remarque aussi que si to £ 0(t/, (/?, <9) alors pour tout 
77 G V(U), la recalibration R{rj,uj) = u v de a; determine le diagramme commutatif suivant : 
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d 



£. 



0.2 



tpr, 



1p v <8> 1(0,1) 



q i 0,0 o . 0,0 



i>r) ® 1(0,2) 



0,2\®p 



(^) 



1,-1 



C®Pl 
C C7 



(9, + £J. 



1.0 



^4' 1 ® 1(0,1) 



1 (8> I 



(0,2) 



0,l\®pi 



°j -r^n ^0,2^® Pl 



On a la proposition fondamentale suivante. 

Proposition 4.2 L 'application de recalibration R est bien definie et constitue une action de 
semi-groupe transitive sur V ensemble Q(U, [tp,ip],d). 



4.3 Troisieme etape : introduction a la formulation du probleme differentiel 

La partie principale de la preuve consiste a prouver l'existence, pour tout x G U, d'un 
voisinage ouvert V C U de x et g G r(V) solution du systeme differentiel 

( B{i/j ■ g ) = 



SjC&ii ■<p s -g s ) = 



l,...,m. 



Bien evidemment resoudre ce systeme differentiel equivaut a trouver une autre ^-resolution de 
£7| dans la classe [cp, ij)], a partir de la ^-resolution donnee (tp,ip), de telle sorte qu'elle admet 
des matrices de connexion u> s '° nulles. La fidelite plate de £x,x sur Ox,x permet alors de conclure 
que le faisceau Ker 3 est analytique coherent, (voir la section tE~Hl pour les details). 
On a le lemme suivant. 

Lemme 4.3.1 Pour tout choix de calibration uj G Q(U,<p,ijj,d) on a que l'existence d'une so- 
lution g E r([7) du systeme differentiel (£) est equivalente a l'existence d'une solution rj G 
V(U), g = g{rj), du systeme differentiel quasi-lineaire 



d jV s 



k+1 

i=o 



+ uj s+ i> k - j a ri s ' j + (-i)*y- w a ' -!- ^ 







k 
s ■ 



0, m 
0, m — k 
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qui n'est rien d'autre que le systeme differentiel 

s.t n 
uj v = (J 

s = 0, m 

t = 0, m — s. 

On a besoin de l'hypothese d'exactitude de la ^-resolution locale seulement pour prouver que les 
systemes £ et (S^) sont equivalents. A partir du moment ou on s'interesse seulement au systeme 
(Su) l'hypothese d'exactitude n'a plus aucun interet. On a seulement besoin d'avoir le complexe 
vertical (u*< ). La notion de recalibration existe encore et elle est une action de semi-groupe. 
La proposition suivante permet de traduire notre probleme en termes purement differentiels. 

Proposition 4.3 Supposons donnees des matrices ui s ' k G M Ps+kjPs (£ < ^ k+1 (U)), (s,k) G I m telles 
que 

w'-W .u s ~ l = 0, s = 2,...,m 

et 

BjOJ 8 '- 1 + c/- 1 ' • u 3 '- 1 = cu 3 '- 1 • to 3 ' , s = 1, m. 
Alors, pour k > 0, les relations ( H4.1JL k ) 

fe+i 

djOJ 3 ' k + {-l) k - j u s+j ' k - j A u; 3 > j = 
i=-i 

constituent les conditions d'integrabilite du systeme differentiel (S^). 
A partir de maintenant on designera par 

n(Z7,m)c M Ps+ktPs (£°/ +1 (U)) 

(s,k)&I m 

l'ensemble constitue par les elements u dont les composantes verifient la condition tij s_1 ' _1 • 
oj 3 ^ 1 = 0, s = 2, m et la relation (|4.1|) . 

4.4 Quatrieme etape : introduction au schema de convergence rapide de type 
Nash-Moser 

4.4.1 Idee de la preuve de l'estimation fondamentale du schema de convergence 
rapide 

Soit uj £ U(Bi,m). Pour r G (0, 1) on definit la quantite 

a/j(cj, r) := max{||u;' s ' fc || ri / s \ < s < m ,0 < k < m — s}. 

On remarque que, par definition de la norme de Holder, la quantite ah{uj,r) tend vers zero 
lorsque le rayon r tend vers zero. Pour tout a G (0, 1) on definit les rayons 

n := r(l-l- a m ) 

pour / = 0, ...,m + 1 ou on pose par definition a m := a/{m + 1). A partir de maintenant on 
designe par e G (0,1/2) une constante fixee telle que pour toutes les matrices A G M PstPs (C) 
telle que \\A\\ < e on a l'inversibilite de la matrice I Pa + A. 

On designera par 5(a;*' _1 ) une suite de poids qui verifie l'inegalite ||i,s(w) < +°o- Venons- 

en maintenant a la partie essentielle de la preuve du theoreme. Avec les notations introduites 
precedemment on a la proposition suivante. 
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Proposition 4.4 Supposons donnes to £ Q(Bi,m), r, a £ (0, 1), h £ N et les poids < Sj < 
Sj(u), j = 0, h+1 de la norme de Holder ||-|| r ,/i+i- Supposons que le rayon r soit suffisamment 
petit pour assurer V estimation 

L-a-< m >V ■a h (u,r)<e 

oil L = L(u>*~ 1 ) > constante positive et s(m,h) 6 N, (m > 0, h > 0) fine fonction affine 
strictement croissante par rapport a la variable h et la quantite a^(o;,r) esi calculee par rapport 
au poids Sj, j = 0,...,h. Supposons de plus que le poids S^+i soit suffisamment petit pour 
pouvoir assurer I 'estimation : 

Q ll£)M-l S II s 'k|l 

dh+lW \\r,n S \\r,n 

pour tout k = 0, m, s = 0, m — k et \I\ = k + 1. iZ existe a/ors /e parametre de recalibration 
rj 6 ^'(-Br(i-o-)) f^oni les composantes sont definies par la for mule de recurrence decroissante sur 
k = m, 

rf> k := -T rm _ k (u s > k + (j 8 *** 1 '- 1 A r] s ' k+1 + (-1) V~ 1,fc+1 A a/'" 1 ) 

fe/ g«e /es estimations suivantes 

||77*' fc || r (l-(r),/i+l < L - am Siym ' h) ■ a h (u;,r), (4.3) 

n ^ t —s(m,h) i \2 i a a\ 

IK \\r(l~a),h+l < L-drri ' ■ ^(w, r) z (44) 

soient satisfaites pour tout k = 0, ...,m. 

Sans l'hypothese sur le poids Sh+i l'estimation ()44|) est valable pour /i a la place de h + 1, pour 
toutes les matrices u>'' k k > qui verifient la relation (|4.1j) . une fois qu'on a fixe les matrices 
du complexe vertical u*'" 1 et les poids < Sj < Sj(u), j = 0,...,h + 1. L'hypothese sur 
les poids Sh+i, comme on verra mieux ensuite, joue un role fondamental pour la convergence 
vers une solution C°° du probleme (S u ). On "pose" (voir la preuve de la proposition 15. HI pour 
Interpretation correcte !) 

= cu s ' k + j s+k+1 '- 1 A 7] s ' k+1 + (-1) V -1 ' fc+1 A lu s '-\ 

On obtient l'estimation (|4.4|) a l'aide d'une recurrence croissante sur les indices k > 0. Le 
probleme ici consiste dans le fait qu'on ne peut pas avoir un controle quadratique sur le terme 
ujrl . Precisement les termes qui posent un probleme pour obtenir l'estimation quadratique 
relativement aux matrices u>^ ,k sont les termes qui apparaissent dans la parenthese de la definition 
des composantes i] s,k . En effet on peut ecrire uj^~ 1 sous la forme 

u^" 1 = (I + d 8 - 1 ' )-^'- 1 -(I + r, 3 ' ) 

avec un controle 

ll/3 s >0|l Ill^SiOn 

\\" \\r(l-a),h+l S *\\V \\r(l-o),h+l 

sur la norme de la matrice 9 S, °. Ensuite en decomposant l'expression de la matrice lo^ 1 a 
l'aide de l'expression precedente on arrive a separer le terme genant if'* Aw'*" 1 pour les indices 
adequats dans la deuxieme somme. On a done : 

^ k = 97+ k (djV s ' k + (termes quadratiques) + ). 
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On obtient alors en utilisant la formule d'homotopie pour l'operateur <9 7 l'expression : 

^ = g~l k {Tr m _ k djU°f k+1] + (termes quadratiques)). 

Le lecteur comprend done l'exigence d'avoir une estimation quadratique de la norme h + 1 du 
terme T Tm _ k BjW%£ +1 ,. On observe que dans le cas (s,k) = (0,m), (k = m =>■ s = 0) on a que 

le terme se reduit a u> 0,m . On remarque que la relation ( (|4.1jl Q m ) est la seule, parmi les 

autres relations f l)4.1|) , # ), qui ne presente pas de facteurs de type dans les termes quadra- 

tiques. Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la relation r (|4. l|l m ). 

u°>° 1 2 3 4 5 6 



Pi 



P2 



P3 



P4 



Fig. 4 - 



On deduit alors a l'aide de l'inegalite (|2.1j) . l'estimation quadratique de la norme h + 1 du 
terme T r djUi 0,m . Une recurrence decroissante sur les indices k = m,...,0 combinee avec le fait 
que les matrices uj verifient la condition d'integrabilite (|4.1j) montre l'estimation quadratique 

ll T r- m _ fc 9jLO^ +l] \\ r (l-cr),h+l < Q • <T~ sim ' h) ■ a\ 

pour tout k = 0, ...,m, (ou Q > est une constante positive). 

On explique maintenant ou intervient l'hypothese sur le poids Sh+i dans la preuve de l'estimation 
(|4.4I) . Pour obtenir celle-ci on doit estimer les normes du type \\uj*'' /\Tj*' m \\ r ^i- a ), h+i , L'hypothese 
faite sur le poids Sh+i nous permet d'obtenir l'estimation 

\\u*'' A ??*'* ||r(l-<T), h+1 < 2 l|w*'*l|r,/i • lh"'*||r(l-tr),/i+l- 

Voici certaines des idees principales de la preuve de la proposition. 

4.4.2 Esquisse du procede iteratif 

Les calibrations u>k 6 Q(B rk ,m) obtenues au k-ieme pas du procede iteratif sont definies par 
la formule recursive u^k+i := ^k, riu+i ou r k+i := r fc(l ~~ a k) et ou & (0, 1) est un parametre 
qui controle la decroissance des rayons des boules, (le rayon initial r$ etant choisi suffisamment 
petit). On choisit les quantites S (0, 1) de telle sorte que la serie Yli a k soit convergente. Le 
rayon limite Tqq := lim^^^oo rfc est alors non nul. Le parametre i]k+\ € V{B rk+1 ) qui controle 
la recalibration des elements u>k, k > au fe-ieme pas du procede iteratif est defini de fagon 
analogue a celle de la proposition precedente en fonction de la calibration ujk- Les poids sont 
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choisis de telle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites pour tout entier k > et 
t = 0, m. 

S k+1 \\d k+1 uj' k 'j\\ rk ^< Wul'jWr^n, (4.5) 

S' fe+1 ||5 fe + 1 5 .(A ; ) ±1 || rfci/ , < 2- fe - 1 || 5 .(fc) ±1 || rfci/ , (4.6) 

ou 

9s(k) := Y[ 9a,j 
0<j<k 

(ici on rappelle qu'on pose par definition g$ := I po et que le symbole de produit avec une fleclie 
vers la droite designe le produit non commutatif de termes qui sont ecrits en ordre croissant de 
l'indice vers la droite). Cette derniere inegalite sert a assurer un bon fonctionnement du procede 
iteratif, plus precisement elle permet d'appliquer la proposition precedente a toutes les etapes 
du procede. On pose par definition 

a k := max{||o;^ , *|| rfej fc \ 0<s<m,0<t<m — s} 

et 

b k := H ■ o^™ ,k) ■ a k a m)k := a k /(m + 1) 
Avec les notations introduites precedemment on a la proposition suivante. 

Proposition 4.5 Pour tout entier k > on a les estimations suivantes ; 

"k + i < H ■ a-f>V . Q 2 < 1; (4J) 

H'i 1 \\r k+1 ,k+i<b k <e<l/2, (4.8) 

\\Vk+l\\r k+1 ,k+l < 4||w''- 1 || 1)S(w . I -i) (4.9) 
et les quantites a k , b k tendent (avec la bonne vitesse) vers zero lorsque k tend vers plus I'infini. 

L'estimation (|4.9|) montre que la norme du complexe vertical n'explose pas. La condition (|4.fi|) 
sert aussi a assurer cette inegalite. Si on pose par definition 

ri(k) := f\ rjj 
i<i<fe 

(ici aussi le symbole de produit exterieur avec une neche vers la droite designe le produit non 
commutatif de termes qui sont ecrits en ordre croissant de l'indice vers la droite), le parametre 
de recalibration sur la boule B Toa on aura la formule uj k = kVfc) , grace au fait que la recalibration 
R est une action. On a alors la proposition suivante. 

Proposition 4.6 La limite 

rj := lim r](k) 

k— >oo 

existe en topologie C h,tl pour tout h > et constitue un parametre de recalibration rj G V(B roo ), 
solution du probleme differentiel (S w ). 
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Le fait que 77 constitue une solution (de classe C°°) pour le probleme differentiel {S w ) est clair. 
En effet 



et 



s.t r s,t 
u > = lim u k ' 

k— >oo 



\^ S /\\roo,G = , lim ll w fc*llroo,o < I™ a k = 



ce qui montre que 77 6 'P(^r 00 ) est une solution du systeme differentiel (Su,). 

5 La preuve complete du theoreme [HI dans le cas general de 
longueur arbitraire de la ^-resolution locale 

5.1 Premiere etape : Preuve de l'expression locale de la condition d'integra- 
bilite B 2 = 

On commence par rappeler la definition de l'ensemble d'indices 

I m ■■= {{s, k)\s = 0, ...,m, k = -1, ...,m - s, (s, k) / (0, -1)}. 
Avec cette notation on a le lemme elementaire suivant. 

Lemme 5.1.1 Soit X une variete complexe et soit Q un faisceau de Ex-modules. 
(A) Supposons que le faisceau Q admet des £ -presentations locales et soit 



?©pi cS)p 
'u u 

une £ -presentation au dessus d'un ouvert U . Alors I'existence d'une connexion d de type (0, 1) sur 
'le q 

et lo°< 1 e M Pl , po (£^ 2 (U)) telles que dip = ip ■ cj°'° et 



ouvert U . Alors I 'existed 

le faisceau telle que B 2 = 0, implique I'existence de matrices lo s, ° G M PstP3 (£^ 1 (U)), s = 0, 1 



djtp + u ' ■(p = (p-u 1 <°, (5.1) 

djOJ^ + ojW A W °>° = cp-tu ' 1 . (5.2) 

Reciproquement I'existence des matrices uj s ' , s = 0, 1 et uj 0,1 qui verifient les relations (|5. i|) et 
(l.l.gj) . implique I'existence d'une connexion B de type (0,1) sur le faisceau telle que dtp = 
1/1 ■ lo°>° et B 2 = 0. 

(B) Supposons que le faisceau Q admet des £ -resolutions locales de longueur finie et soit 

f) — y f®P™ pffiPm-i ^ m ~ 1 . . . Jf^ c®pi Jf]_^ c®po jK, g —> D 

V U U U y |(7 

une telle £ -resolution. Alors I'existence d'une connexion B de type (0, 1) sur le faisceau telle 

que B 2 = 0, implique I'existence des matrices uj s,k € M Pa+k ^ Ps (£ x ,h+1 (U)) pour (s,k) £ I m telles 
que si on utilise I 'identification ip s = u s ' et les conventions formelles cj ' -1 := 0, u; -1 '-? := 
et u> s,k := si s > m + 1 ou k > m — s + 1, on aura les relations Bifj = ip ■ u> 0,0 et 

fe+i 

B,^ k + (-l) h ~ j uj s+j ' k ~ j A u s > j = (5.3) 
i=-i 

pour tout (s,k) 6 I m . 

Reciproquement I'existence des matrices uj s,k qui verifient la relation (|.?.,^ implique I'existence 
d'une connexion B de type (0, 1) sur le faisceau Q, telle que Btp = ip ■ to ' et B 2 = 0. 
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Preuve de (A). La preuve de (A) a ete donnee dans la sous-section 1)3. 111 . On rappelle qu'on 
obtient le diagramme commutatif suivant, ayant des neches verticales exactes : 



lu 



1p® 1(0,1) 



£ (B P0 8 j + (j0 '° , ^o.i'^epo 9 j + 



tp <g> l (0>2) 



u 



( c02 )epo 



9, + UJ 



1.0 



</?! ® 1(0,1) 



</>l ® 1(0,2) 



r) 4- / j 1 ' 



Preuve de (B). Pour (s, fc) = (1, —1) et (s, fc) = (0, 0) la relation 1)5.3)1 exprime les relations 1)5.1)1 
et ()5.2|) de la partie (A) du lemme. En appliquant l'operateur dj aux identites tpt-i o ^ = on 
obtient inductivement, de la meme fagon utilisee pour obtenir la relation ([5. If . l'existence d'une 
matrice w s, ° E M p3tPs (£^ 1 {U)), s = l,...,m telle que 



Ces relations constituent les relations 1)5.3)1 pour (s, — 1), s = 1, m. On va montrer maintenant 
l'existence des matrices oj s ' k , k > 1 qui veriflent la relation 1)5.3)1 a l'aide du procede recursif 
triangulaire suivant. Pour un couple (s, k), s = 0, m — 1 et k = 1, m-s on suppose avoir 
deja defini u; <J,re pour a + k < s + k, K < k + 1, et on applique l'operateur 9, a l'expression 
(JO]) s pour > 1. On obtient alors la relation suivante : 

k k 
E {-if^^djLO^^-i- 1 A uj s > j - E u) 8+i > k - j - 1 A djUj'* = 0. 
j=-i i=-i 

En explicitant les termes djOj'*' dans la relation precedente (qui bien evidemment, grace a 
l'bypothese de recurrence precedente, veriflent la relation ( 1)5.3)1 , .) pour les indices voulus) on 
obtient : 



E (-i) fe - j -v 



+k,-l ^ ^s+j^-j 



A uT' J + 



fe k—j—l 

£ E 

j=-l r=-l 



+ E E (-l) r+1 u; s+J ' +r ' fe ^'- 1 - r A w s+J '' r A w SJ ' + 



fc-l j'+i 



+ E E <-i: 

i=-l r=-l 



Aw" 



s+Jfc,-l 



a dX' fc = o. 
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En faisant le changement d'indice j' = j + r, r' = j dans la deuxieme somme et en rappelant 
que u s ~ '~ x A li**^ 1 = on obtient : 

k 

A (p jU s,k + j2 (-i)*-^'Haw* j ') = o. 
j=-i 

L'hypothese d'exactitude nous permet de choisir w s ' +1 telle que la relation 

k 

i=-i 

soit satisfaite. Ce type de recurrence peut se visualiser grace au tableau de la figure[El L'hypothese 



k 
m 




m s 

Fig. 5 - 

de nnitude de la longueur des ^-resolutions locales de Q permet d'arreter ce procede apres un 
nombre fini d'etapes. On a done prouve la premiere implication de la partie (B) du lemme. Le 
reciproque dans la partie (B) est evidemment une consequence banale de la partie (A) du lemme. 

□ 

Les relations (|5..S|) pour les indices k > constituent les expressions locales de la condition 
d'integrabilite B 2 = de la connexion relativement a la ^-resolution locale choisie. Les relations 
Ho. 3(1 pour les indices (s,k) = (•,— 1) representent simplement des identites de commutation. 
Si on designe par Vq(U) C V(U) le sous-semigroupe des parametres tels que ry*' = on a que la 
restriction de la recalibration Ro : Vo(U) x Q(U, [93, ip], d) — > Cl(U, [92, ip], d) est une application 
flbree qui controle la liberte homologique qui caracterise le choix des matrices u m,u relativement 
aux ^-resolutions locales (tp g ,ip g ), g € r(L r ). 

Remarque. A partir de maintenant le lecteur doit tenir compte du fait que certains des 
calculs et formules qui suivront n'existent pas dans le cas de longueur m = de la ^-resolutions 
locale, autrement dit dans le cas des faisceaux localement libres. Cependant les calculs qui 
survivent ont encore sens et ils font partie de notre preuve (differente de la preuve donnee par 
Grothendieck-Koszul-Malgrange) dans ce cas. On rappelle aussi qu'on utilise la convention qui 
consiste a negliger les termes d'une somme ou d'un produit si l'ensemble des indices sur lesquels 
on effectue ces operations est vide. 
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5.2 Deuxieme etape : le formalisme du procede iteratif 

On commence par prouver la proposition suivante. 



Proposition 5.1 L 'application de recalibration R est bien definie et constitue une action de 
semi-groupe transitive sur V ensemble Q(U, [ip,if}],B) 



Preuve. Nous commengons par prouver que l'application R est bien definie. On prouve d'abord 

on a : 

= d^J ■ g + iP ■ ar/°'° = V • (Br/ ' + A r/ ' + = 



les relations dip^ = ip^ ■ . En effet on a : 



= V • (Br, ' + A r? ' + uj 1 '- 1 A i? ' 1 + u/>'°) = ^ • 

On prouve maintenant que les matrices to''* verifient la relation l|5.Hp pour l'indice k = — 1, 
autrement dit on veut montrer la relation : 

Ojio^ +uj v ■uj v —u; v ■uj v . 

On commence par developper le terme <9u;^' _ , en utilisant la relation l|5.3p pour l'indice k = — 1, 
relativement aux matrices u*<°. On obtient alors les egalites suivantes : 

Bj^v' 1 = -97-i • Bjg s -i ■ • ujS '" 1 ■ 9s+ 

+97-1 • Bju; 3 '- 1 ■ g s + g-^ ■ uj s ~ 1 ■ B,g s = 

= -97l 1 {B J T] s - lfi + w 8 " 1 ' A r] 3 - 1 * + c/- 1 ' ) • u* v ~ % + 

+Lotj~ 1 ■ g- 1 (dX' + A r/ s '° + w s >°). 

En rappelant que w s-1 ' -1 • uj s ~ 1 = et en rajoutant et en soustrayant le terme —g7-\ ■ w s ' _1 • 
77 s-1,1 • oj^'~ a la derniere expression de Bu^~ , on obtient : 

A , ,8,-1 _ , ,s-l,0 s,-l 1 

+u s v >~ 1 ■ g7 1 (B J r ] s ' + A r? s '° + if" 1 ' 1 A u^" 1 + a; 5 ' ) = 

_ ,s— 1,0 , .«,— 1 1 , .8,— 1 , ,s,0 

On va montrer maintenant la validite de la formule l|5.3p pour tous les indices, relativement aux 
matrices w*'*, avec un procede recursif analogue a celui qui nous a permis de deflnir les matrices 
u*'*. Voici les details de la recurrence. Pour un couple (s,k), s = 0, ...,m, k = 0, ...,m — s on 
suppose avoir deja montre la relation 

K+l 

b^ + (-i) k - j < j ' k - 3 a< j = (m a v K ) 
j=-i 
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pour a = s, k = —l,...,k — 1. En developpant le terme en d r de l'expression suivante on a 
l'egalite : 



fc 

i=-i 

fe+i fc+i 
= 5;+ fe (- dX+W A c^' fc + J^^w'+^-J A V s ' j - J2(-l) k -icj s+j ' k - j A dtf* - 

3=0 j=0 
fc-1 fc-1 

i=-i j=-i 

k 

+ ^(-l)^+^A^i = ( Al ). 

En developpant les termes djOJ s+ i ,k ~i et BjUJ^' 3 a l'aide respectivement des expressions (Oil et 
(JO^) on obtient : 

fc+i 

{A x ) = g-l k u s+k+1 - 1 (5 J r t s ' k+1 + Y J u s+i ' k+1 ~ j A t?^') + 

j=0 

k+l k—j k 

+97+k(Yl Y (-l) h ~ j ' r+1 uj s+j+r ' k - j - r A uj s+j ' r A rf* - ^(-l) fc -V +J '' fe_J ' A - 
j=0 r=-l 3=0 

fc 3+1 

- (-l)*"^' 4 **-' A u'* + YY (-l) j ~ r V S+j ' k ' j A uo s + r ' j - r A u;*' r + <V s ' fc ) + 
j=-X j=-lr=-l 

k 

+ ^(-l) fe -^ + ^A< = (^ 2 ). 
i=-i 

En faisant le changement d'indice f = j + r, r' = j dans la premiere somme double et en 
developpant les premiers facteurs ~^ de la derniere somme on a : 

fc+i 

fc 



(A 2 ) = g^ k Lo s+k+l >- 1 [d J v'' k+1 + Yl u s+hk+l ~ j A rf^j + 97+ k d 

j=0 

k 3+1 

+ Y < ^- l ) k ~ j+X 9:l^ S+j ' k ~ i A (^ 7 ? SJ + £> s+r ''- r A r? s ' r J + 

3=-l r=0 
fc fc-3+1 

+ S (- 1 ) fe_ ^;+ 1 fe ( Y u s+j+r ' k - j - r A 7/ s+ * r + u s+j ' k - j ^ A c^' = (A 3 ). 

3=-l r=0 

En rappelant que g s +j,o '■= I s +fc + rj s+ ^° , en decomposant les termes extremes de la somme 
Sr=o +1 e * en decomposant les facteurs u>^ qui apparaissent dans les produits uj s+ i> k ~i a a^j J 
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on obtient les egalites suivantes : 

fc+i 



(A 3 ) = gJ+ k u s+k+1 <- 1 (d J r] s ' k+1 + Y<^ s+j ' k+1 ~ j A ^ - Y (-l) fc+1 ~V 



n s+j,k+l-j Au s,j) 

j=0 j=-l 



k j-1 

+9-^3^ + Y {-i) k ' ] g:ly +hk - ] a ( Y (-iy- r+1 if +rj - r a u'/ + ^ 

j=-l r=-l 

+ E Y(~V k ~ j 97ik" S+j+r ' k ~ j ~ r A^ +J ' r A< = (At). 

En faisant le changement d'indice f = j + r, r' = j dans la derniere somme double on a 
finalement : 

fe+1 k 
(A 4 ) = g~l k ^ s+k+1 ^ l {d J i 1 s ^ k+1 + Y^ s+j ' k+1 - j Ar} SJ - Y {-l) k+1 - j i 1 s+j ^ k+1 - j Ac^' J ') + 

i=o i=-i 



+57 + 1 fc (9X' fc +E(-i) 



i=-i 



ce qui justifie la formule ( l)5.3|l f ' fc ). On a alors qu'a la fin de cette recurrence toutes les matrices 

u>^ k verifient la relation f ([5.3|) ). Montrons maintenant que l'application R est une action de 
semi-groupe. On se propose done de montrer la formule R(rj2,uJ Vl ) =: w Wfla = w wA , 2 qui en 
termes de composantes s'exprime sous la forme ujfj' ljJ]2 = u;t' lAr . 2 pour tout k > — 1. On montre la 
formule precedente par recurrence sur k. On remarque que la formule est evidente pour k = — 1. 
En explicitant l'expression de 0J^' k m e * en utilisant l'hypothese de recurrence on a : 



k+l k-1 

k 



i=i i=-i 

k+l 

= (g a +k,i • gs+k^r 1 g s +k,\ ■ Bjrfe +Y^j^ +] ' k ~ 3 A ^ + 

fc+i fc-i+i fc+i 
+ E E ^^^A^A^ + ^w^^A^,!.^- 



(1) 

E fc E 1 (-i)*- i - r »^ +i ' fT, *" i " r a <* r a ^ - £ • ^ +i ' fc_i A <% 2 + 

j=l r =-l i=-l 

v ' 

(2) 



fe+1 

3=1 3=-l 



k-1 



(Bi). 



(i) 



(2) 
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En rappelant l'expression du terme dj(rji A r]2) s,k , en faisant le changement d'indice j' = j + r, 
r' = j dans la premiere et deuxieme somme double et en regroupant opportunement les termes 
on obtient : 



(Bi) = (g s+ k,i ■ 9s+k,2) 1 djirji A 772) 



fc+i 

^ + Y u s+j ' k ~ j A A r] 2 ) s ' J W 



j=0 



(1) 



fc-1 



i=-i 



r=0 



(2) 



fc-1 



Y (-i) fc ~ j 5 S +fc,i • j a<a^ 



s+j,k-j . s,j 



(£2). 



En utilisant Thypothese de recurrence et la definition des matrices w^r^ , on peut ecrire le terme 
entre parentheses rondes sous la forme suivante : 

3+1 3 

o s,j , \ s+rvi — r a s,r , s,i \ / i\7— r s+r,j — r . s,r s,j 

d jW + E "V A % + <V = E % A uj v [ AV2 + . 



r=0 



r=-l 



On aura alors 

(B2) = (g s +k,i • 9s+k,2)~ l 



fc+i 



Bj(vi A 7? 2 ) s ' fc + Y u s+3 ' k - j A (r?! A r, 2 ) s ' j + u s » 

3=0 



fc-1 j 

EI 

j=— 1 r=-l 



E\ / i\fc— r s+j,k—j . s+r,j— r . s,r 
2^ (-1) r/i At/2 Au^- 



- £ + ft**-') a < AW - £ (-i) fe -y+*.° A A < A?72 

En faisant le changement d'indice j' = r, r' = j — r dans la somme double et en regroupant 
ce terme avec les deux dernieres sommes, on obtient le terme cherche u>i' lAri2 . La transitivite de 
Taction R est completement claire par les calculs qui ont permis de prouver que Taction meme 
est bien definie □ 
On va considerer maintenant quelques formules utiles pour le procede iteratif de la convergence 
rapide qui sera expose en detail dans la sous-section 15.5.21 On explique formellement les etapes 
du procede iteratif. On designe par u>o := u £ £l(U,<p,if),d) le choix initial de la calibration u, 
Au fe-ieme pas du procede iteratif on suppose avoir obtenu la calibration ujk £ £l(U, [ip,tp],d) 
et avoir determine le parametre % +1 G V(U) en fonction de ujk- On definit alors la calibration 
ujk+i ■= R(Vk+i,^k) = Vk, Vh+1 - Si on pose par definition 

rj(k) := f\ r)j 
i<i<fe 

ou le symbole de produit exterieur avec une fleche vers la droite designe le produit non com- 
mutatif de termes qui sont ecrit en ordre croissant de Tindice vers la droite, on aura la formule 
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u>fc = Wjj^)) grace au fait que la recalibration R est une action de semi-groupe. Si on pose par 
definition g(k) := g(rj(k)) 6 T({7) on aura que les composantes de g(k) sont definies par la 
formule 

9s(k) := Y[ 9s,j, 

0<j<k 

pour s = 0, ...,m, ou gj := g(r]j) et go := Ip , (ici aussi le symbole de produit avec une fleche 
vers la droite designe le produit non commutatif de termes qui sont ecrits en ordre croissant de 
l'indice vers la droite). On ecrit maintenant, a l'aide de cette derniere definition, les composantes 
rj(k) s,t , t > 1 du parametre rj(k) defini precedemment, sous une forme utile pour la convergence 
vers une solution d'un probleme differentiel qu'on exposera dans la troisieme partie. 

Lemme 5.2.1 Pour tout entier k > 1 on pent ecrire les composantes r](k) s,t , t > 1 du parametre 
rj(k) sous la forme 

= ( E E A 9s+«'(T,r)(jr ~ 1) • r,£*™>™+i-' . g s+a{T>r) {j r )- 1 )g s (kX5A) 

T£A t J6J fe (p(r)) l<r<p(r) 



OU 



A t := { 



T € N* | Tj ^ => Tj-l / , ^ =t 

p(r) := max{j | tj / 0}, 



J fc (p(r)) := {J G {1, | ji < ... < j p{T) }, 

p(t)+1— r p(r)—r 

o-'(r,r):= ^ Tj et <r(r,r) := ^ Tj-. 

3=1 3=1 

Remarquons que Jfc(p(r)) = si < p(r). 

Preuve. On remarque que l'expression 1|5.4|) est evidente dans le cas = 1,2. II est immediat de 
verifier a l'aide d'une recurrence elementaire la validite de l'expression 1)5 . 4 j) pour t = 1 et k > 1 
entier quelconque. Dans ce cas la formule (|5.4|l s'ecrit sous la forme 

k 

v(k) sA = (£>+iC7 " 1) • Vf ■ 9.U)- 1 ) ■ 9s(k) 

3=1 

On montre maintenant la validite de l'expression 1)5.4)1 en general a l'aide du procede recursif 
suivant. On suppose vraie la formule 1)5.4)1 pour les composantes rj(k)' ,J , j = 1, ...,t + 1 , k > 1 
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et on prouve la formule pour la composante rj(k + l)*' t+1 En effet on a 

r,(k + l) s > t+1 :=(r,(k)Ar} k+1 y> t+1 := 



v(k) sM1 ■ 9s,k+l + 9s+ t + i(k) ■ vtX 1 + E V(k) s+j > t+1 - j A 

i=i 



£ E ■■■)-9s(k + l)+g s+t+1 (k). V s k f 1 1 + 

reAt+i J£j k (p(r)) 



E E E A (-)A 5s +#)-d 

j=lreA t+ i_j Je.J k (p(T)) l<r<p(r) 



fc+1 



E^+t+iO" - 1) • V f +1 ■ gsU)- 1 ) ■ g s (k + 1) + 



rGA t+1 J G J fe (p(r)) 
P(r)>2 



+ E E ... ■&(*+!)+ E E 



rGA i+1 JGJ fc+1 (p(r)) 
PM>2 j p(T) =k+l 



9s{k + l) 



fc+i 

(E^+m(j-i)-r?f +1 -^(jr 1 )-5 S (fc + i) + ( E E -)-9s(k + i) 

3=1 



rGA t+1 JGJ A+1 (p(r)) 
PM>2 



ce qui prouve la formule (|5.4|) pour la composante rj(k + 1) 



,t+i 



□ 



5.3 Troisieme etape : la formulation du probleme differentiel 

La partie principale de la preuve consiste a prouver l'existence, pour tout x G U, d'un 
voisinage ouvert V C U de x et g G r(V) solution du systeme differentiel 

' Sty • So) = 

(s) | 0,G£-Vp.-0.) = o 

k s = l,...,m. 

Bien evidemment resoudre ce systeme differentiel equivaut a trouver une autre ^-resolution de 
£?l dans la classe [tp, ip], a partir de la f-resolution donnee (<p,ip) de telle sorte qu'elle admet 
des matrices de connexion uj s '° nulles. Maintenant on va prouver les deux resultats suivants. 

Lemme 5.3.1 Pour tout choix de calibration uj G £l(U,<p,ip,d) on a que l'existence d'une so- 
lution g G r(J7) du systeme differentiel (£) est equivalente a l'existence d'une solution rj G 
V(U), g = g{rj), du systeme differentiel quasi-lineaire 



fc+i 



d X' k + E ^ s+i,k ~ j a v s,j + (-1) V~ J A + 1 ' -<r 1 + o 

3=0 



^fc^s— i,fc+i A , s,— l i , ,s,fc 

■>r i 



k = 0, m 
, s = 0, m — k. 
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La proposition suivante permet de traduire notre probleme en termes purement differentiels. 



Proposition 5.2 Supposons donnees des matrices ui s ' k E M Ps+ktPs {£^ K+L {U)) t (s,k) E I m telles 



pour s = 2, ...,m et djUJ s ' + u 



-i po«r s = 1, m. 



pour k > 0, les relations ({22} 



S,fcV 

fc+i 



i=-i 



■i w «+i,fc-i A u s,j = 



constituent les conditions d'integrabilite du systeme differentiel (S^). 
Venons-en maintenant a la preuve du lemme 15.3.11 

Preuve du lemme 15.3.11 Soit g S T(U) une solution du systeme (S). On ecrit les composantes 
de (7 sous la forme g s = ]L + 7? s, °. Avec ces notations le systeme (£) s'ecrit sous la forme 



(Si) 



' 8^ = 

8,-1 







s = 1, m. 



On rappelle que les calculs utilises pour montrer que l'application de recalibration R est bien 
definie, fproppsition 15, 1|) nous donnent les egalites : 

( 5^ = ^- (djT} ' + UJ ' A 7?°'° + 0>°'°) 



ds,— 1 



-0J. 



8-1,0 S,-l 



n 



'/ 



,s-l,0 



s,0\ 



1, ...,m. 



L'hypothese d'exactitude de la ^-resolution locale implique alors l'existence d'une matrice rp< 1 G 
m pupq{ £ x( U )) telle ^ ue 

8 jV <° + E^ W A t/W+w ' = 0. 
j=0 



L'equation precedente est bien evidemment equivalente a l'equation oj^° = (remarquons 
que la dependance effective des matrices du parametre r\ est limitee aux composantes 
rj*' k , k = 0, 1). On a done que l'equation du systeme (S^), relative aux indices (s, k) = (0, 0) est 
satisfaite. On obtient alors a l'aide d'une recurrence croissante sur les indices s = 1, m relatifs 



aux expressions precedentes des matrices djto^' 1 et de l'exactitude de la ^-resolution locale, 

pour les indices 



UJ 



s,0 
V 



l'existence de matrices r/*' 1 G M Pa+ljPs (£y (U)), s = 0, ...,m telles que 
en question. Ces equations ne representent rien d'autre que le systeme differentiel quasi-lineaire 

i 



(Si) 



3=0 

s = 0, m. 



= 
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qui est evidemment equivalent au systeme (E), On rappelle aussi que les calculs relatifs a la 
bonne definition de l'application de recalibration R, nous donnent les egalites 

fc 

~ d j< k + Y^ k ~ J <' ,k ' JA < ,J = 

i=-i 

fc+l fc 

= gjl k LJ s+k+1 - 1 (d J r j s ' k+1 + J2uj s+j ' k+1 ~ j A rf* - (-l) k+1 ^ri s+j ' k+1 ~ j A uff + a/' fc+1 ) 

3=0 j=-l 

On obtient alors a l'aide d'une recurrence triangulaire, analogue a celle qui nous a permis de 
choisir les matrices a;*'* dans la premiere etape de la preuve, l'existence des matrices n s,k telles 
que u)'^ k = pour s = 0,...,m, k = 0,....,m. Le systeme forme par ces equations est bien 
evidemment equivalent au systeme (S^), ce qui prouve le lemme. □ 
Venons maintenant a la proposition 15.21 On commence par prouver la necessite des conditions 
d'integrabilite pour le systeme (S w ). La suffisance de ces conditions sera prouvee dans l'etape 
suivante de la preuve du theoreme 03 

Preuve de la necessite des conditions d'integrabilite pour le systeme (S^). On commence 
par prouver la validite des relations r <|5.3|) , ,.). k > a l'aide d'une recurrence croissante sur 
k = 0, .., m. On rappelle que, le fait que par hypothese on dispose des relations u s ~ ,_1 • a/' -1 = 
0, s = 2,...,m et ( jSB) , i)- combine avec le fait que les equations du systeme (S^), relatives 
aux indices (s, 0) ne representent rien d'autre que les equations lu^° = 0, implique la validite 
des equations djUj^~ l = 0. On suppose par hypothese de recurrence la validite des relations 
( Q5.3|) t ■) pour j = —l,...,k — 1. En utilisant la validite des equations du systeme (S^) et en 
appliquant l'operateur d 3 a l'equation relative aux indices (s, k) de ce systeme on obtient les 
egalites suivantes 

fc+l 

= B J U 8 ' k ■ g s - (-1) A 3X' + Yl 9jUJ s+i ' k ' j A n s > j - 

3=1 

k+1 

~ Y(- l ) k ~ j[jjS+j ' k ~ j A + (-l) k BjV s ~ llk+1 A uj s ^ 1 = 

3=1 

k+1 k-j+1 

= djOJ s ' k -g 8 -^2 (-l) h ~ j ~ r uj s+j+r ' k - j - r A u s+j ' r A rf* - 

3=1 r=-l 

fc+l 

- Y(~ l ) k ~ jujS+hk ~ j A B J^ j + (-l)*^^" 1 ^ 1 A lo*'- 1 . 
3=1 

En faisant le changement d'indice j' = j + r, r' = j dans la somme double on obtient 

fc+l 3+1 

= B J u s ' k ■ g s - Y(-l) k ~ j u s+j ' k - j A (BX'i + Y Lo s+r ' j - r A n s ' r ) + 

j=0 ' r=l 

k+1 

+ {-l) k 3 J n s ~ 1 ' k+1 A uJ s n >~ 1 = (d^ k + Y(-l) k ~ j u s+j ' k - j A u> s A • g s + 

3=0 

fc+l 

s+j,k-j A „s~l,j+l\ Au; s-1 



+ (-l) k (djif- 1 ' 1 * 1 + Y uJ s+hk ~ j A n 



V 



3=0 
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= (d^* + (-l) k ~ j u; s+j ' k - j Ak/' j ') • g s . 

L'inversibilite de g s permet alors de conclure la preuve de la necessite des conditions d'integra- 
bilite ( 1)5.3)) , j.). k>0 pour le systeme (S w ). □ 
La proposition E21 nous suggere de considerer les definitions suivantes. On definit l'ensemble non 
vide 

m,p)c M Ps+fciPs (4 fc+i (c/)), 

(s,fc)e/ m 

P — (Pi, ■■■iPm), constitue par les elements u = (uj s,t ) Sj t tels que a; 5-1 ' -1 = et la relation 

1)5.3)1 soit satisfaite. Si on dispose de matrices lJq 1 G M Ps _ ltPs (£x(U)), s = 1, ...,m qui verifient 
la relation ecrite precedemment on peut definir l'ensemble 

niU,^'- 1 ) := {u G fi(l/,p) | 3 5 G r(Z7) : w*'" 1 = wj; 1 } 

dont les elements seront encore appeles calibrations. Les calculs relatifs a la proposition 15.11 
permettent d'etendre la recalibration R a l'application 

R : V{U) x fliU,^" 1 ) — > £l[JJ,u%~ x ) 

laquelle est encore une action de semi-groupe. A partir de maintenant on va considerer plus 
generalement la recalibration en termes de l'application definie precedemment. Venons-en main- 
tenant a un preliminaire technique avant d'exposer la preuve de l'existence des solutions pour 
le systeme differentiel (S w ). 



5.4 Details sur le choix des normes et sur l'operateur de Leray-Koppelman 

A partir de maintenant on va supposer que U = B\ (0) est la boule ouverte de C n de centre 
l'origine et de rayon unite. Si A G M/ C; /(C) on definit la norme ||^4|| := sup 1 , eC ;_{ } || Au||/||v|| et 
si u = J2\i\=q u i dzi est une (0, g)-forme a coefficients des (k, Z)-matrices a coefficients derivables 
jusque a l'ordre h > 0, on definit une norme de Holder invariante par changement d'echelle 

\\u\\r,h,v,q : = S \a\ rlal+q \\ dau l\\r,ti 

\i\=i 

\a\<h 



OU 

||/[| riM := sup [|/(*)|| + sup r" ~^ (C)I1 , 

*¥< 

avec [i G (0, 1) une constante fixee une fois pour toutes dans notre probleme et (Sk)k>o C 
(0,oo), Sq := 1 est une suite de reels qu'on construira ensuite et qui verifie l'inegalite 



S k < 







max 




_\a+(3\=k 


V a )_ 



-1 



Sj Sk- 



3 



pour tout k > 1 et j = 1, k — 1 On remarque que si le degre q > 1 on a que la norme ||w|| r ,h,g 
tend vers zero lorsque le rayon r tend vers zero. On designera par Cq'^{B t , Mkj(C)) l'espace de 
Banach de (0, g)-formes sur la boule fermee B r a coefficients des (k, Z)-matrices a coefficients 
derivables jusque a l'ordre h > 0, telles que la norme || • \\ r ,h,q s °it fmie (on ne notera pas les 
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dimensions des matrices). On remarque que si u G C '^(B r , Mj^((C)) et u G C 'p(B r , Mj^C)) 
alors on a l'inegalite ||if A v||r,h,p+g < ll u llr,h,g ' Il u llr,/i,p- On rappelle tres rapidement la definition 
de l'operateur de Leray-Koppelman (voir les ouvrages classiques de Henkin-Leiterer |He-Lej . de 
Range |Ra,j et l'article de Harvey-Polkin |Ha,-Poj ). L'operateur de Leray-Koppelman de la boule 
unite 

T q : C^B^Mk^C)) — > C^(B 1: M k>l (C)) 
pour q > est defini par une formule du type 



T q u(z):= J u(()AK q ((,z)+ I u(()Ak q ((,z) 

ou le premier operateur integral s'exprime en termes des coefficients ui de la forme u, par des 
termes du type 



Ul (()-K((,z)d\(0 avec K((,z) 



et le deuxieme par des termes du type 



ui(() ■ k(C, z) do(C) avec k((,z) 



Ci ~ zi 
\(- z\ 2n 



(0 -zj)- Ck 



|C-^+2. [c-(c-z)] 



n-l-l 



I = 0, n— 2. L'operateur de Leray-Koppelman T r>q : C Q '^ +l {B r , M^^(C)) — > Cq^{B t , M^(C)), 
q > de la boule de rayon r et de centre l'origine est defini par la formule T r,q := (A^ 1 )* oT q o\* 
avec A r : B\ — > i? r l'homothetie de rapport r. Les proprietes de l'operateur de Leray-Koppelman 
qui nous interessent sont les suivantes : 

1) Pour toute forme difFerentielle u G C '^ + ^(B r , M&^C)) on a la formule d'homotopie : 

u = BjT r>q u + T rj g + i Sj-ii (5.5) 

valable sur la boule B r . 

2) II existe une suite de poids S = (Sk)k>o de la norme de Holder introduite precedemment telle 

ih,iJ, 



que pour toute forme difFerentielle u G Cq'^, 1 (5 r , Mfc^(C)) on a l'estimation interieure : 



\\Tr,q U \\r{l-a-),h-\-l,^q<C-a S ^ h > ■ \\u\\ rt q+ i, (5.6) 

avec cr G (0,1), s(/t) = 2n + A;-|-2etC = C(n,p) > une constante independante de la 
regularity /i. La preuve de la formule d'homotopie est exposee dans les ouvrages classiques men- 
tionnes precedemment. Une estimation analogue a la 1)5. 6j) a ete deja montree par S.Webster 
(voir |We-l| ). Nous utiliserons essentiellement les memes arguments de Webster pour montrer 
celle-ci. La difference avec l'estimation obtenue par Webster consiste dans le fait que la constante 
C > est independante de la regularity h. A partir de maintenant on designera par C une con- 
stante strictement positive independante de la regularity des formes. Pour prouver l'estimation 
1)5.6)1 il suffit de se restreindre au cas r = 1, la norme etant choisie invariante pour changement 
d'echelle. On considere a ce propos une fonction p G C°°(R, [0, 1]) telle que p(x) = 1 pour x < 
et p(x) = pour x > 1. On definit alors la fonction de cutt-off Xa, avec ° £ (0) l)j P ar la loi 

J 1 si \z\ < 1 - o-/2 

X ° [Z): ~{ p(2a- 1 (\z\ -1 + 0-/2)) si 1 - 0-/2 < \z\ 
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On aura alors, comme consequence de l'invariance par translation de K((, z), les egalites suiv- 
antes : 



J?{z):=d? J ui(0-K((,z)d\(() 



= d l z " J d«- 1 «(xvu I )(()-K((,z)d\(()+ J ((l- Xa )- Ul )(0-d2K((,z)d\(0 
Ce^i CeBi-Bi- CT/2 

pour \z\ < 1 — a et pour tout multi-indice \a\ = k + 1, k > 0. Ici on designe par l a un multi- 
indice tel que |l a | = 1 et l a < a. La theorie classique du potentiel (voir par exemple |Gi-Trnj ) 
nous fournit alors les estimations 



dl a J d^ la (Xa-u I )(0-K(C,z)d\(C) 



1— a, fi 



et \d"K(C,z)\ < C(n, fi) ■ \( — z\ l 2n ^ . On aura alors l'estimation suivante : 

II J? < C(n,n) ■ a~ 2n ~ l ■ P^ixa ■ + C(n, \a\) ■ (a^) 1 - 2 ^ • ||u/||i,o 

et done 

||</i||i-<7,h+i,/i < 5|q,||| Jf||i_ CT)M < 

|ot[<ft+l 

< ||Ji||i- CT ^ + C(n, M )-a- 2 - 1 - ^ ^5 w H^I||^|| 1)M -||a a -V|| 1)M + 



-(T 



-2n-h 



\a\<h/3<a 

\Mi,o- E 5 l |a|-C(n,|«|)-2l a l +2n - 1 . 

|a|<h+l 



Pour un choix convenable de la suite 5 := (Sk)k>o, qu'on presentera ensuite, on peut se ramener 
a supposer que [|/o[|i,s,ax : = J2a>o S \a\\\d a p\\i,^ < +°o et J2 Q >o S H 'C(n, |a|) • 2l Q l +2n ~ 1 < +oo. 
On aura alors l'estimation 



\P\\l,h,u ■ FJ U,d + 



i r< „—2n—h ||„, II ^ /~i „—2n~h~\ 11 , m 



Enfln pour estimer les termes du type 



(5.7) 



J2(z):=d? J Ul (()-k((,z)da(0= j u I (()-d«k((,z)da(0 

avec \z\ < 1 — a, il suffit de deriver |a| + 1 fois le noyau k((,z), de remarquer l'estimation 
element aire : 



\J?(*)-J?{z)\ 



< \z — z 



z — z 



\ Ul (()\-\V z d%k((,z c )\da(0 



(edB 1 
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(ou Z{ est un point entre z et z) et les inegalites |£ — z\ > 3<r, |C • (C — z )\ — 3& pour |£| = 1 et 
\z\ < 1 — 3o". On aura alors l'estimation 

|| JZh-w < C(n, \a\) ■ a" 2 ™- 1 -! ! • || U/ || 1)0 . 

Par l'hypothese faite precedemment sur la suite de poids on aura l'estimation 

II^IIi-ct, - c • v^ 3 ^ • ||«j||l,0 

laquelle combinee avec l'estimation l|5.7p nous donne l'estimation l|5.6|l sur la boule de rayon 
unite. 

Venons-en a la definition partielle de la suite S = (S k )k>o laquelle sera determinee en partie par 
l'exigence de satisfaire les hypotheses faites dans les calculs precedents. 

Definition partielle de la suite de poids 

On pose par definition 

A k := ^ max {ll<9>lli,^ ||d Q u; s ' -1 ||i !M , s = 0, ..,m,}, 

\a\=k 

B k := (max{A k ,C(n, k)})^ 1 si max{i fc , C(n, k)} / et 1 sinon, D k := [max| a+( g| =fc ( „ 

On pose par definition So = 1, Si = B\ > et on definit S k , k > 2 a l'aide de la formule 

recursive 

< S k := min{2~ k B k , R k , L k , D k ■ min Sj ■ 

i<i<fc— l 

ou R k , L k sont des constantes qui seront determinees dans la deuxieme etape. On designe par 
S(uj) la suite de poids obtenue si on pose R k = L k = +oo, dans la definition precedente des poids. 
Avec ces definitions on aura \\i,s < ll w *'~ 1 ||i,5(a;) < +oo. Pour simplifier les notations on 

identifiera dans la suite || • \\ r ,h,^q = II • \\r,h, T r,q = T r et \\d h f\\. = J2\ a \=h ll^ Q /ll»- 

5.5 Quatrieme etape : presentation du schema de convergence rapide de type 
Nash-Moser et existence d'une solution du probleme differentiel (S^) 

5.5.1 Preuve de l'estimation fondamentale du schema de convergence rapide 

Dans cette partie de la preuve on va montrer l'existence d'un parametre de recalibration rj des 
calibrations u, lequel permettra un controle quadratique de la norme des matrices u*' , t > 
en termes de la norme des matrices oj m,t , t > 0. Ce controle est essentiel pour montrer la 
convergence vers zero de la norme des matrices wj' , t > obtenues au /c-ieme pas du procede 
iteratif de la convergence rapide. La convergence vers une solution du probleme differentiel (S^) 
est appelee rapide en raison de de l'estimation quadratique mentionnee precedemment. Avant 
de prouver l'estimation en question on va introduire quelques notations utiles pour la suite. Soit 
uj 6 Q(Bi,p), Pour r S (0, 1) on definit les quantites 

a,h{u, r) := maxjUw^^H^/j \ 0<s<m,0<k<m — s}, 

c(u) := maxilla; 5 " 1 1| 1)S(w) 1 1 < s < m}. 

On remarque que par definition de la norme de Holder, la quantite a,h(w,r) tend vers zero 
lorsque le rayon r tend vers zero. Pour tout a £ (0, 1) on definit les rayons rj := r(l — I • a m ) 
pour I = 0, ...,m + l ou on pose par definition a m := <r/(m + l). Ensuite on definit par recurrence 
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decroissante sur k = m, ...,0, les constantes = Lfe(C, c(u>)) > par les formules L m := C et 
Lfc_i := max{C, 2c(w) - C-Lk}. A partir de maintenant on designe par e € (0, 1/2) une constante 
fixee telle que pour toutes les matrices A E M p3iPs (C) telles que \\A\\ < e on a l'inversibilite de 
la matrice I Pa + A. Avec ces notations on a la proposition suivante : 

Proposition 5.3 Supposons donnes uj E Cl(Bi,p), r, a G (0, 1), /i £ N e( Zes pcne?s < Sj < 
Sj(u), j = 0, /i+l eZe /a norme de Holder \\-\\ r ,h+l- Supposons que le rayon r soit suffisamment 
petit pour assurer les estimations 

L (C,c(u))-aJ m+l > s ^ ■a h (co,r)<e 

et ah(u>,r) < 1, oil la quantite a,h(uj,r) est calculee par rapport au poids Sj, j = 0,...,h. Sup- 
posons de plus que le poids Sh+i soit suffisamment petit pour pouvoir assurer V estimation : 

Q s ^\\ II S'^ll 

dh+\\\0 ||r,/i W^i \\r,n 

pour tout k = 0, ...,m, s = 0, ...,m — k et \I\ = k + 1. Si on definit les composantes r] s ' h 
du parametre de recalibration rj € V(B r ^_ a -j) par la formule de recurrence decroissante sur 
k = m, 

^ := -% m _ k (w^+^^A^ 1 + (-l)*^l Au .rl) G M Ps+fc , Ps (^ fc (£ rm _J) 
powr s = 0, ...,m — k, alors on aura la validite des estimations 

W' k \\r(i-a),h+i < L ■ a^ m+1) ' s(h) -a h {u},r), (5.8) 



II *,k\\ o v(m,h) I \2 Iti n\ 

IK ||r(l-<7),h+l < R ■ Vni -a h {uj,ry (5.9) 

powr towi fc = 0, ...,m, awec L = L(C,c(ui)) := max^L^ > 0, i? = i?(C, c(w)) > constantes 
positives et u(m, h) := [(m + 2) • m+ 1] ■ s(/t), (m > 0, /i > 0). 

Preuve. Dans les calculs qui suivront on utilisera les identifications = a^ui, r) et c = c(a>). On 
commence par prouver l'estimation 1)5.8)) . Si on definit cr m) ; > par la formule 77+1 = n(l + <r mi z) 
on a que cr mj ; > a m . On obtient alors a l'aide de l'estimation 1)5.6)1 et d'une recurrence elementaire 
decroissante sur k = m, ...,0, l'estimation suivante 

\\ri'' k \\r^ k+1 , h+ i < Lk ■ o^ m - k+1) < h) • a h , (5.10) 

laquelle prouve l'estimation 1)5.8)1 . Venons maintenant a la preuve de l'estimation 1)5.9)1 . Pour cela 
on definit les troncatures 77^] := (^[t] s,fc )s,fe G V{B rm _ t ) du parametre 77 defini dans l'hypothese 
de la proposition 15.31 de la fagon suivante; rj^ s,k := si k < t et r]{ t ] s,k := rj s,k sur la boule 
B rm _ t , si > t. Par definition de la recalibration avec parametre Wfc+i] on aura alors : 

sur la boule B rm _ k _ 1 pour /c = 0, m. On montre maintenant a l'aide d'une recurrence en ordre 
decroissant sur k = m, ...,0, l'estimation quadratique 

\\Tr m _ k d 3 J* \\r m . k+1 , h+ i < Qk ■ o-- b ^ ■ a\ (5.11) 
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oil Qk = Qk(C, c) > est une constante positive, b(m, k, h) := [2(m — k) + 1] ■ s(h). Pour k = m 
on a banalement ,m . L'estimation precedente decoule alors immediatement de la 

relation (|E3Jom)' l a Q ue ll e peut etre ecrite explicitement sous la forme 

m 
j=0 

et de l'estimation (|5,6|) , Le diagramme de figure El montre les matrices qui interviennent dans la 
relation - 3f) dans le cas ou k = m. On remarque que la relation ( (|5.3|) m ) est la seule, parmi 

u>°<° 1 2 3 4 5 6 



Pi 



P2 



V.i 



Pi 







































UJ 4 >° 













Fig. 6 - 



les autres relations ( H5.3|) , ,). qui ne presente pas de facteurs de type a;*' -1 dans les termes 
quadratiques. 

Montrons maintenant l'estimation quadratique H5.11|) pour < k — 1 < m (si m > 1, autrement 
il n'y a plus rien a prouver en ce qui concerne l'estimation en admettant qu'elle soit vraie 

pour 1 < k < m. En effet en utilisant la relation (|5,.3|) relativement aux matrices djUJ^^ 1 on 
obtient l'expression suivante : 

+E(-i)*- i <] , *" 1 " iA < ( 5 - 12 ^ 

(remarquons que w*^ 1 = uj'^ 1 etant k > 1). En explicitant a l'aide de la formule de recalibration 
relative au parametre 77^] les termes u>*'tt qui apparaissent dans l'expression precedente et en 
utilisant la formule d'homotopie pour l'operateur dj on obtient : 

= djV s ' k + ^ S+K ° A V s > k - (-1)V>* A u#°, + ^| fc fc +1] = 

= T rm _ k « + ^ S+M A - (- 1 ) V' fe A <i • 

1 2 

Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la definition de la matrice u v ' {2] 
dans le cas m = 4. 
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po 

,1.-1 



Pi 



P2 



Pi 













\ v 0,3 












djv 1 ' 2 











Fig. 7 - 



On estime done la norme des matrices ujf, a l'aide de l'expression obtenue precedemment, de 
l'hypothese recursive et de l'estimation (|5,l()p . 



I, ,a,k II ^ n -\2{m-k)+X]-s{h) o , ||, ,s+k,0 A „s,ifc| 

+ ||r/ s ' fc Aw s ' || rm _ fc+li/l + 2c- ||r/ s ' fc || rm _ fc+lih - ||j7" ,fe ||r m _ fc+1 



ft < 



<r n -[2(m-fc)+i]-sW „2 , 



-(m-k+l)-s(h) n2 o„ . r2 . „-2(m-fc+l)-s(ft) _ q2 



-\-ZLik <J m a h ■+- ZC Urn 

On a alors prouve l'estimation quadratique 



s,k || 

I?[fc] lkm-fc + 1 



>h < H k ■ a -^m-k + l).s(h) . fl 2 



(k > 1), ou -fffc = H}.{C, c) > est une constante positive (on remarque que le terme quadratique 
2c ' ll^ ,fc ||r ro _ fc+1) /i • ll^*' fe ||r m _ fc+1 ,fc, et done le dernier terme 

de la derniere inegalite precedente, sont presents seulement si k = 1 du fait que ui°'^ = lu' ,q si 

t > 2). On estime maintenant la norme \\T rm _ k+1 BjUi'^ 1 \\r m _ k+2 ,h+i & l'aide de l'expression 
1|5.12|) et de l'estimation obtenue precedemment. On a : 



|m o »,k — 111 ^ o /"I ~ S W II »,fc 

l J r m _ fc+1 ||r m _ fc+2 ,/H-l < 2C • O • a m ' \W 



+k-C-a- s{h) {a h + 2c- \\v*' k nr,., 



2 



M < 



<2 C .C7-F fe . CT - [2(m - fc+1)+11 - s(/l) ^ 2 



, ; m — s Wf , r, t —(m-k+l)-s(h) 

+k ■ C ■ a m [a h + 2c • L k • cr m v ' y ' ■ a h 
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ce qui prouve l'estimation (j5.1ip pour l'indice k — 1 et done pour tous les indices k = 0, ...,m. 
[ici aussi on remarque que les termes quadratiques (2c) 2 • ||T/*' fc ||j! h , et done les termes qui 
en derivent 

'2c.L k .a-^- k+ ^.a h y 

et qui apparaissent dans l'estimation precedente, sont presents seulement dans le cas k = 1. En 
effet, pour arriver a cette conclusion il suffit de tenir compte de la relation u*'^ = u>'' J si j < t — 1 

dans l'expression l|5.12|l , Le cas k = 1 est celui pour lequel le "poids" a m b ^ m ' k 1 figurant dans 
l'estimation de la norme ||T rm _ fc+1 8 J ui' ,k ~ 1 \\ rm _ k+2: h+i est le plus grand]. On est maintenant 
en position de prouver l'estimation l|5.9p . On pose par definition 8 s ' := (I Ps + rj s,0 )~ 1 — I Ps £ 
Mp s ,p s (£x(B rm ))- Le fait que sup^^^ ||r/ s '°(z)|| < e < 1 implique l'egalite 

oo 

3=1 

(a priori la serie precedente est convergente en topologie C° vers l'element 9 S, ° de classe C°°, 
mais une etude elementaire plus precise, dont on n'aura pas besoin ici, montre que l'estimation 
precedente sup zeB \\t] s ' (z)\\ < e < 1 est suffisante pour assurer la convergence de la serie 

en topologie C h pour tout h). L'inegalite 

\W'X(i-a),h + i < L ■ a-W-W -a h <e<l/2 

implique la convergence de la serie precedente en topologie C h+1,fl (B r ^i_ a ^) et permet d'effectuer 
les estimations 

oo 

W \\r(l-*),h+l < Z^lW Wr(l~a),h+1 ~ 2||r? 

i=i 

e t ||<?» \\r(l-cr),h+l < 2. On utilisera ces deux inegalites et l'estimation (|5,lip obtenue precedem- 
ment pour prouver l'estimation lj5.9p sous la forme plus precise suivante : 

II, <- d' _-[(fc+2)-m+l]-«(/i) „2 /e -i o\ 

ou i?^, = R' k (C, c) > est une constante positive. Nous considerons pourtant l'expression suivante 
de uj^ k , pour tous les indices k = 0, ...,m 



fc-1 

V th = <?;i • (drf* + £ u, s +^' A ^ - 1 ) fc V +J "' fc ' A 

3=0 3=0 

+ (_ 1 )fc^-l,fc+l A 0s-l,O A + (— A g-\ ■ lu s >~ 1 A 7] s >° + cj^ +1] ) = 

= 97i k ■ (r rm _ k 8 J u>%l 1] +j2u 8+j ' k - j *v s ' j - £(-1)*"^^ a<+ 

i=o 3=0 
+ (_ 1 )fc^»-l,*+l A 0«-l,O A w s -1 + (.^fc^-l.fc+l A ^ . ^,-1 A ^,0^ _ 

Dans le cas k = 0, l'expression precedente s'ecrit sous la forme : 

ujf = g- 1 ■ (T rm SjW'g + u; s '° A t? s '° + r/ 5 " 1 ' 1 A 9 s - 1 ' A a/'' 1 + if" 1 ' 1 A ^ • a; 5 '" 1 A rf' ^ 
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On estime maintenant la norme ||o;^' ||r(i-<r),/i+i- L'hypothese faite sur le poids Sh+i implique 
l'inegalite 

11/ , s >0 A „S,0 1 1 ^ nil, ,S,0 1 1 1 1 __S,0 1 1 

IN Ar ? \\r(l-a),h+l S \\r,h ' \\V \\r(l-a),h+l 

laquelle combinee avec les inegalites ||0 s ' o ||r(i-(T),/i+i < 2||r/ s ' || r ( 1 _ o -)^ +1 , Wg^ 1 \\ r (i-a),h+l < 2, 
l'estimation (| f> - 1 |i et l'estimation (|5.11|) pour k = 0, prouvee precedemment, donne les estima- 
tions suivantes : 

II, <r on -{2m+l)-s(h) 2 i A\\, ,s,0\\ ||„s,0|| , 

W^V llr(l-cr),/i+l — 2 V0 • <7m " °h + 4 II W \\r,h ' \\V 1 1 r (1 — cr) + 

+2c- ||?? S— ' [|r(l— <r),ft,+l " ll# S-1 '°llr'(l-<T),h+l + 

+4c- ||J7 S_1,1 llrfi-.rj.h+i • ||V'°l|r(l-«T),h+l < 

/ on -(2m+l)-«(h) 2 \ AT -(m+l)-«(/l) n, 
S ^0 " <^m • 0^ + 4.Lo • cr m • 

ce qui prouve l'estimation (|B . 1 3|) dans le cas k = 0. On montre maintenant l'estimation quadra- 
tique (|r>.lri|) pour tous les indices a l'aide d'une recurrence croissante sur k = 0, ...,m — s, 
appliquee a l'expression precedente de la matrice oj'^ k et a l'aide de l'estimation quadratique 
1)5. lip . On suppose vraie l'estimation 1)5.1 Hp pour tout j = 0, ...,k — 1 et on considere l'estima- 
tion suivante dans laquelle on utilise comme precedemment l'hypothese faite sur le poids Sh+i 
de la norme de Holder et l'hypothese < 1 : 

II, s,kn ^ OD, -[2(m-k)+l]-s(h) 2 , 

W^T) \\r(l-a),h+l S ^Vfc • <7m ■ a h + 

k 

+AY,\\^ s+hk -%,h-\w^Ui-,), h+ i+ 

3=0 

k-1 

+ /, Wv"^'^ \\r(l-a),h+l • ll^' J '||r-(l- ( T),/i+l + 
3=0 

+ 8C- ||?? t || r(1 _ (j) ^ +1 • \\Tj || r (l_ (T ) )h+1 < 

<(2Q k + A(k + l).L).aJ 2m+iysih) -al+ 



+|> & - j • R> 3 ) ■ a -[m + U + 2).m + l].s W . a 2 h + 
j=0 

. o„ t T -<ara+l)-s(h) n 

~T~oC ■ J-ik+1 " ■ L '0 " °m ■ a h . 

La derniere inegalite implique evidement l'estimation l)5.1.3p et done l'estimation (|5.9j) . ce qui 
prouve la proposition 15.31 □ 
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5.5.2 Bon fonctionnement du procede iteratif 

Dans cette partie on va etablir les hypotheses qui permettent d'appliquer l'estimation fon- 
damentale (|5.9|) a une etape quelconque du procede iteratif. On commence par preciser les 
parametres qui controleront les etapes de la convergence rapide. Pour cela on definit d'abord les 
parametres a k := e~ k ~ 2 qui controleront les restrictions des rayons des boules, lesquels sont defi- 
nis de fagon recursive par la formule r k+ \ '■= r k (l — a k ) pour tout entier k > 0. Bien evidemment 
le rayon limite 

oo 

roc := lim r k = r T\(l- <x k ) 

fc— >+oo 

k=0 

est non nul etant — ^^=o^°§(^ ~~ a k) — Cst ^^L a k < °°- Ensuite on designe par r(k,l) := 
r^(l — I • c m ,fc)) I = 0, ...,m + l ou a m ^ := a k /(m+l). Pour le choix du rayon initial on considere 
les suites numeriques 



a k (r) := a (ry [[H z ■a j 



j=0 
k-l 



fa{r) := b (r) 2 ■ JJP 
i=o 

ou &o( r ) := -ff • fJ m^o 1+1 ^ ^ ' a o( r )j > 0, P > sont deux constantes (dependantes seulement 
de m) et 7(m, j) est une fonction affine strictement croissante en j. On rappelle que par definition 
de la norme de Holder on a que la quantite ao = ao( r ) tend vers zero lorsque r > tend vers 
zero. Avant de faire le choix du rayon initial on a besoin du lemme elementaire suivant. 

Lemme 5.5.2 II existe p £ (0,1) tel que; 

(A), pour tout r 6 (0, p] les series numeriques X]fc>o afc ( r ) e ^ Sfc>o A( r ) son ^ convergentes. 
(B) 

oo oo 

lim V] a k (r) = 0, lim V] (3 k {r) = 

r^0+ — r— >0+ 

fc=0 fc=0 

(C), powr r G (0, p] et entier k>0 on a les inegalites a k {r) < 1 et I3 k {r) < e 

Preuve. Par le critere du rapport il sufht de verifier que les suites ln(ak+i/a k ) et ln((3k+i/Pk) 
tendent vers — oo lorsque k tend vers +oo. En explicitant les logarithmes on a : 

fc-i fc-i 

ln(a fc+ i/a fc ) = 2 fc • (lna (p) + 2- 1 (lntf) 2^ - 2" 1 £ u(m,j)2^ lna mj ) - 

j=0 j=0 

—v(m, k) In a m ^ + lni? 

fe-l fc-i 

ln(/? fc+1 //3 fc ) = 2 fc • (ln6 (p) + 2- 1 (lnP)^2^ + 2- 1 ^ 7 (m,i)2^) + 7 (m, fc) + In P. 

3=0 j=0 
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II suffit done choisir p > suffisamment petit pour assurer les inegalites 

oo oo 

lnao(p) + 2~ 1 (lnH) ^ + ^ Yl K™, + 2 + ln ( m + l )\ 2 ~ j < °> 

oo oo 

ln6o(p) + 2- 1 (lnP) + 2" 1 ^ 7 (m, j)2^' < 

j'=o j=o 

(se rappeler la definition de Uj). On aura alors la convergence voulue pour les suites ln(a k+ i/a k ) 
et ]n(Pk+i / Pk) ■ Le fait que pour tout entier k > les quantites a k (r) et /3fc(r) tendent mono- 
tonement vers zero lorsque r tend vers zero, implique par le theoreme de la convergence dominee 
les conclusions (B) et (C) du lemme. □ 
D'apres le lemme precedent on peut choisir le rayon initial tq 6 (0,p] de telle sorte que l'ine- 
galite J2h=o A( r o) < 1/2 + l/(41n2) soit satisfaite. Dans la suite on notera a& := afc(ro) et 
Pk '■= Pk( r o)- On definit maintenant le parametre %+i, qui controle la recalibration des calibra- 
tions tu k , k > au fc-ieme pas du procede iteratif (on designe avec luq = 10 le choix initial de 
to associee au systeme differentiel (S w )), de la fagon suivante ; on definit recursivement en ordre 
decroissant sur t = m, ...,0 les matrices 

4'U ■■= -Tr(k, m - t) (^+^r +1 '" 1 A^it 1 + (-l) t Ci' t+1 A -r0 e M Ps+uP S£°/(B r(k , m _ t) )) 

et on pose % +1 := (r7^ 1 ) S; t G V(B r (h,m))- On va justifier ensuite l'estimation sup zgBr ||?7^' +1 (^)|| < 
e qui assure l'invertibilite de la matrice g s ,k+i- On definit alors les matrices w^!^ '■= ^jf^ £ 

M Ps+fei p s (<S^ i+1 (5 rfe+1 )) pour tout t = —1, ...,m. Les constantes qui apparaissent dans la 

definition des poids S = (Sk)k>o de la norme de Holder sont definies par les formules : 

Rk+i := max{||c4;*J rfc)/i /\\d k+1 oJ s k ^\\ rk ^ | < s < m, < t < m - s, \I\ = t + 1}, 

L k+1 := ma X {2- fc - 1 || 5s (fe) ±1 || rfc ,, t /\\d k+1 g a (k) ± % k ^ | < s < m} 

pour tout entier k > 0. Ici on suppose que max{||u;£' j|| rfc ,/i I < s < m, < i < m — s, \I\ = 
t + 1} > 0, autrement il n'y a rien a prouver. Avec ce choix des poids Sk > on aura que les 
inegalites 

^ill^^lk^K^Hr,,,,, (5.14) 

^ +1 ||a fc+1 <7.(fe) ±1 || rfciM < 2- fe - 1 || 5 .(fc) ±1 || rfc ^ (5.15) 
seront satisfaites pour tout entier k > et i = 0, ...,m. On pose par definition 

a k := maxlHw^'* || rfcj k \0 < s < m ,0 < t < m — s}, 

bk ■= H ■ c m ^ +1 ^ S ^ • o,k et c = c(wo). Avec les notations introduites precedemment on a la 
proposition suivante. 

Proposition 5.4 Pour tout entier k > on a les estimations suivantes ; 

a k+1 <H.a^p k) -al<l, (5.16) 

\\v S k t +1 \\r k+1 ,k + i<b k <e<l/2, (5.17) 

K5 L 1 || rt+1)fc+ i<4c (5.18) 
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oil H := max{i?(C, 4c), L(C, 4c)} > et les inegalites Ofc < a^, < 0^. 

Preuve. On montre les trois estimations precedentes a l'aide d'une recurrence sur k > 0. Pour 
k = on a d'apres le lemme 15.5.21 la validite des inegalites ao(r) < 1 et /3o( r ) < £ < 1/2. On 
est done en position d'appliquer la proposition I5.H[ laquelle assure les inegalites l|5.1fij) et l|5.17|l 
pour k = 0. On obtient alors l'estimation ||%' ||ri,l < 1/2 laquelle, pour les calculs faits dans la 
preuve de la proposition I5.ri( assure les inegalites [|5^i||ri,i < 2 qui assurent done l'estimation 
l|5.18|) pour k = 0, car 

||^i' ||ri,i < Il5a-i,illn,i " ll u,s ' _1 ||n,i " ||<?s,l||ri,i- 

Supposons maintenant par hypothese recursive que les estimations (|5.16|) . (|5 . 1 7|l et (|5.18|l . sont 
vraies pour tout I = 0, ...,k — 1. L'inegalite l|5.16jl implique alors l'inegalite 

bi+i < P ■ e 7(m '° • bf 

pour les indices en question. On obtient done les inegalites ai < a\ < 1, 6/ < fli < e. Le fait que 
par hypothese inductive on dispose de l'estimation \\uj^~ \\r k> k < 4c permet alors d'appliquer 
la proposition 15.. SI laquelle assure la validite des estimations (|5.16p et 1|5.17|) pour I = k. En 
particulier l'estimation 1|5.17|) assure la validite de l'estimation 

\\Vk+l\\r k +i,k+l <Pk<e< 1/2. 

On passe maintenant a l'estimation des normes ||r fe+1 ,fc+l* On a par definition des matrices 

s 2 

l' es ti ma ti° n 

\\^k+l\\r k +i,k+l < \\9s-l(k + l) _1 ||r fc+1 ,fc+l • ||^ S ' _1 ||r fc+1 ,fc+l ' \\9s(k + l)\\r k+1 , k+1- 

La condition (|5.15|) sur les poids implique que pour tout k > on dispose de l'inegalite 

\\g s (k + l^W^k+x < (1 + 2- k - 1 ) ■ \\9ti +1 \\r k+1 ,k+l ■ WOsik^Wr^k- 

L' hypothese inductive nous permet alors d'effectuer les estimations suivantes pour k > 1 

fc+l fc+l 
\\g.(k + 1)^11^, fc+l < + I' 3 ) • J] W&^i < 

3=2 3=1 

k+1 k+1 

< yfl ■ H(l ± [|i/f °[| Pili ) ±1 <V~e ■ exp (2(ln2)£ \\ V f \\ rj ,j) < 

3=1 j=l 

oo 

< • exp (2(ln 2)^ /%) < 2 

j=o 

(rappeler le choix initial du rayon ro). On obtient done l'estimation voulue llwk+^llrfc+i.fc+i — ^Cj 
ce qui conclu la preuve des trois estimations (|5.16|) . (|5.17|) et (|5.18f) pour j = k et done pour 
tout entier positif k. □ 

5.5.3 Preuve de la convergence vers une solution du probleme differentiel (S u ) 

Avec les notations introduites precedemment on a la proposition suivante. 



47 



Proposition 5.5 . Les limites 

ri S)t : = lim r](k) s,t 

fc^oo 

s = 0, ...,m, t = 0, ...,m — s existent en topologie C h,fl (B raD ) pour tout h > et elles constituent 
les composantes du parametre de recalibration r] = (i] s,t ) St t G ~P(^roo)> solution du probleme 
differentiel (S^). 

Preuve. Nous commengons par prouver l'existence des limites 



9s ■= TTfsj = lim 9s(k) = I Ps + lim rj(k) 

k— >oo fc— >oo 

3>1 



en topologie C h,fl (B rao ) pour /i > quelconque et le fait que les matrices g s sont inversibles. 
On aura alors 7] s '° = g s — I Ps . On deduit immediatement de la proposition 15.41 les estimations 
Nfc'llroch < Pk < 1/2 et ||9«(^) ±1 ||r 00 ,/i < 2 pour tout k > h. Le fait que g s (k + 1) - g s (k) = 
Vk+i ' 9s(k) implique les estimations suivantes : 

\\g s (k + 1) - 0,(fc)||roo,A ^ Ihfc+lllroo.h • Ib-Wllrc.h < 2\\Vk+i llr*, ft < 2 /3fc 
pour tout k > h. On a alors 

OO ft oo 

^|| 5s (A; + l)- 5s (/c)|| roc , /l <^|| 5s (/c + l)- 5s (A;)|| rooifc + 2- /3 fc < oo 

fe=0 fc=0 fc=ft+l 

et done l'existence des matrices <? s G C h,fJ- (B roo , M PsiPs (C)) pour tout h>0 telles que 



9s = lim = I Ps + yY&,(A; + 1) - g s (/c)) 

fc^oo ' — » 
fc=0 

en topologie C h ^(B rao ). D'autre part l'egalite 

oo 

g s (k + I)" 1 - g^k)- 1 = g^k)- 1 • £ 
permet d'effectuer les estimations suivantes : 

oo 

i=i 

pour tout k > h, lesquelles assurent la convergence de la serie 

oo h oo 

Y^hsik + I)" 1 - gsik)- 1 ^^ <Y,\\9s(k + I)' 1 - gsik)- 1 ^^ + A ■ ^ (5 k < oo, 

k=0 k=0 k=h+l 

ce qui prouve l'existence des matrices p s G C h '^{B raa , M PsiPs (C)) telles que /3 S = lim^oo g s (ky 1 
en topologie C '^(B Too ), pour tout /i > 0. On a alors l'egalite I Ps = lim^oo g s (k)-g s (ky 1 = g s -p s , 
qui montre que g s G GL(p s ,£(B roo )) et p s = (7.T 1 - Montrons maintenant l'existence des limites 
rj s,t pour i > 1. En rappelant l'expression des composantes r](k) s,t , t > 1, du parametre ry(/c) 
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introduite dans la sous-section 15.11 et en tenant compte de l'existence de la limite g S T(U) 
prouvee precedemment, on deduit qu'il sufnt de prouver l'existence des limites 



fc 1 ^ Y A 5 S +a'(r,r)(> - 1) • ^v +CT(T ' r) ' Tp(T) + 1 r • 5 S +a(r,r)(>) 1 

J€Jk(p(r)) l<r<p(r) 

t £ A t , t > 1 en topologie C h ^(B rao ), avec h > quelconque, pour obtenir l'existence de la 
limite rj s,t S M Ps+ttPs (£^; t (B roo )) . II suffit done de prouver que pour tout h > p(r) la limite 

P(r) 

fcl^o Yl II ~ X ) ' ' 9^rY l \\r 00 .h = 

J£J k (p(T)) r=l 



, lim ET ll^(v-l)-r/';"-5.(v) -1 ||r 00) / l : 



1+P= P (t) IeJ h (l) r=l 
!,p>0 



ieJ h , k {p) r=1 



est finie. Ici on pose par definition Jh,k{p) '■= {J £ {h + l,...,k} p \ j\ < ... < j p }, J/i(0) = 
Jh,k(ty '■= 0, (rappeler qu'on utilise la convention qui consiste a negliger les symboles de somme 
et de produit si l'ensemble d'indices sur lequel on effectue ces operations est vide). On considere 
pourtant les estimations suivantes pour 1 < p < p{r) 



p 

, Um IT H# ,( > - l )Wr°°,h ■ ||»)C;'||roo,h • \\9»Ur)~ 1 \\r OB ,h < 

K— >CJO L * J 



e nftw< 4P i°i e ft--.=*i e ( i ;*r 1 )-*- i<o °- 

La derniere limite est finie par le critere du rapport, rappeler en fait que lim^oo flk+i/ftk = 0, 
d'apres la preuve du lemme l5~.5.2l On a done prouve l'existence du parametre limite r\ € V(B rao ). 
Prouvons maintenant qu'il constitue une solution (de classe C°°) pour le probleme differentiel 
(Su). En effet l'existence de la limite rj en topologie C h ^{B roo ), pour h > 1 implique les egalites 

w*'* = lim wj* = lim w*'* 

en topologie C h ~ l ^{B Too ). En rappelant l'inegalite < a& obtenue dans la preuve de la propo- 
sition [O] on obtient 

IK'ir-ocO = lim IK'*|| roo , < Hm a k = 0, 

K— >0O fe^OO 

ce qui prouve que rj E T > {B rao ) est une solution du systeme differentiel 

ay = 
s = 0, m 
t = 0, m — s 

qui n'est rien d'autre que le systeme differentiel (S^). □ 
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5.6 Cinquieme etape : fin de la preuve du theoreme[3] 



L'etape precedente montre qu'on peut se ramener a considerer le diagramme commutatif 
suivant. 



(Kerd) {v 



Q®P0 
V 



V 











d 



0,1 



tj) <g> I(o,i) 



£©P0 1 , l-j©po 

0(8)I(o,i) 



d 



g®p\ j , ^o,i^epi 



avec V := B roo , ip := tp g et (p := </?i, 9 . Ce diagramme est exact, sauf pour l'instant au niveau 
des premieres fleches verticales a gauche. Pour conclure il nous reste done a montrer l'exactitude 
de la suite 



® P i O® po {KerB), v -> 



On identifie dp = (</5i, <p Pl ), on designe par Qo\ G Ox{V) la k-eme composante de ipi, et on 
pose par definition 

a k ,x ■= O x (p\ x + ... + O x $ uX < 

Le fait que (ak, x • £c) H O x = (par definition de fidelite plate de 1' anneau £ x sur l'anneau 
O x . On peut aussi deduire l'egalite precedente en utilisant un resultat beaucoup plus simple, 
i.e la fidelite plate de l'anneau des series formelles £ x /m°°(£ x ) = O x en x, sur l'anneau O x 
fvoir |MaT] )) implique la surjectivite du morphisme 

ou TZ°(ip) = TZ (ip) fl O® po designe le faisceau des relations holomorphes de ip. On pose par 
definition 

T := Im(ip\_. : Of Pl — ► (Kerd) ]v ) 

L'exactitude de la suite 0® Pl O® po ^ -» et la platitude de 1' anneau £ x sur l'anneau 
O x impliquent l'existence du diagramme commutatif exact 



a 



c®Pi , C®P0 
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avec a : ^ k O f k>y h-> ^ fc)J/ • / fcj2/ . On a alors £i v =T® £ v . Les egalites 



PO 



PO PO PO 

%v ^o y fk,y) = E ^*.v ®o H 0j/fc,y - E ®£y 

fc=l fc=l fc=i 

PO PO 

9{^2^k,y ' fk,y) = J2$k,y® £y djfk,y 

k=l k=l 

impliquent la commutativite du diagramme suivant : 

B 



o.i 




a I 

F® Z V ^T® 8°/ ~ T°° ® e £ / 

Le fait que le faisceau J- soit analytique coherent implique, par les remarques faites dans la section 
que T = Kerd T . La commutativite du diagramme precedent montre alors que T = (Kerd)^ v , 
ce qui demontre le theoreme 01 □ 

6 Un resultat d'integrabilite des connexions sur les faisceaux de 
^-modules au dessus d'une variete differentiable 

Le present travail s'est situe principalement dans le cadre complexe car c'etait notre principal 
interet. Toutefois, il est possible de deduire aussi un resultat d'integrabilite dans le cas des 
varietes C°° . Considerons en effet (X,£x) une variete C°° (£x = represente ici le faisceau 

des fonctions C°° a valeurs reelles) et D : Q — > Q ® £ £(T X ) une connexion sur le faisceau 
de £x(IK)-modules Q oil K = M, C. Si le faisceau des sections paralleles KerD engendre Q sur 
£x(K) alors evidemment D 2 = 0. Le theoreme suivant donne une reciproque de ce fait dans un 
cas particulier. 

Theoreme 4 Soit (X,£x) une variete differentiable et soit Q un faisceau de -modules, 
muni d'une connexion D : Q — ► Q ®e x £{T X ) telle Q ue D 2 = 0. Si de plus le faisceau Q 
admet localement une £(K) -resolution de longueur finie, alors le faisceau des sections paralleles 
KerD engendre sur le faisceau Q qui est le faisceau des sections d'un systeme local de 

coefficients (le faisceau Q est done localement libre) et le complexe (Q (& £x £(A'T X ) ; D) est une 
resolution acy clique du faisceau des sections paralleles. On a alors I'isomorphisme fonctoriel de 
De Rham-Weil H k {X,KerD) H k {T(X, Q ® £x £{A'T X )) ;D). 

Preuve. On commence par substituer formellement dans les etapes de la preuve du theoreme 
El la connexion 8 avec D, les operateurs dj avec d et l'operateur de Leray-Koppelman avec 
l'operateur d'homotopie de Poincare 

P q : C% +1 {B r ,M kjl (K)) — Cj(S r ,M M (X)) 

pour q > 0. II est elementaire de verifier qu'on peut choisir une suite de poids 5 = («Sfc)A;>o C 
(0, +oo) pour les normes C h de telle sorte a obtenir une estimation du type ||P g u|| r /, < C • \\u\\ r ^, 
avec C > independante de la regularity h > de la q + 1-forme u. A condition de restreindre 
opportunement le rayon r > on obtient un schema de convergence rapide considerablement 
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plus simple que celui explique dans la preuve du theoreme C3 En effet dans le cas en consideration 
on a pas besoin de restreindre les rayons de la boule pendant les etapes du procede iteratif car 
on dispose de l'estimation precedente. Les details de simplification et d'adaptation du procede 
iteratif relatif a la preuve du theoreme EJ au cas en examen sont laisses au lecteur. On obtient 
en conclusion une £ (K)-resolution locale, a partir d'une £(K)-resolution initiale, telle que les 
nouvelles matrices ipj (ici on utilise les memes notations que dans le theoreme [J) soient toutes 
constantes. En particulier le fait que (p\ = Cst implique que Q est un faisceau de £(K)-modules 
localement libre. La suite du theoreme @] derive alors de resultats classiques bien connus du 
lecteur. □ 



6.1 Effet genant de la <9,-stabilite des faisceaux d'ideaux dans le cas des 
varietes presque-complexes 

Un corollaire du theoreme 0] est le suivant. 

Corollaire 2 Soit (X, J) une variete presque-complexe connexe telle que 

T X , X ® R C = C( [Z,n]{x) | £,t, € S{Tf tJ )(X) ) 

pour tout x £ X et soit J C £ (C) un faisceau d'ideaux de fonctions C°° a valeurs complexes sur 
X admetant des £(C) -resolutions locales de longueur finie. Si J est dj-stable alors soit J = 
soit J = £(C). 

L'hypothese sur le complexifie de l'espace tangent signifie que la structure presque-complexe 
est "fortement non-integrable". Les varietes presque-complexes pour lesquelles le complexifie 
de l'espace tangent est engendre ponctuellement par les crochets des champs de vecteurs de 
type (0, 1) seront appelle "fortement non-integrables". Les varietes presque-complexes fortement 
non-integrables ont necessairement une dimension complexe superieure a deux. En effet tout les 
structures presque complexes sont integrables en dimension complexe un. En dimension complexe 
deux on a dim c A°' 2 Xx = 1. Si 

f.e^/T^^T^jXX) 

designe le tenseur conjugue de la torsion de la structure presque-complexe (tj(£, rj) := [C 0,1 , rj 0,1 ] 1,c 
pour tout ^, rj £ £(Tx® R C)(U), ou U C X designe un ouvert quelconque), on a que f J (A j ,2 Tx) C 
T x ,0 j est contenue strictement dans T x ' °j si dim c X = 2. Le diagramme suivant 

f,(s) : £{T X ^)T T X , X K C T x % 

(ou 7r^'° : Tx ® R C — > T x j designe la projection sur le fibre des (1, 0)-vecteurs tangents) 
montre alors que pour tout point x G X le complexifie de l'espace tangent Tx, x ® K C ne peut 
pas etre engendre par les crochets des champs de vecteurs de type (0, 1). On donne maintenant 
un example de variete presque complexe fortement non-integrable. 

Example. Sur un voisinage ouvert U C C ra , re > 3 de l'origine on considere la structure 
presque-complece dont le fibre T^j est engendre par les champs de vecteurs complexes 

K l<l<n 1 
k<r<n 
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k = 1, ...,71) ou , Cf k S C sera definie en suite, (on rappelle qu'on utilise la convention qui 
consiste a negliger les termes d'une somme si l'ensemble des indices sur lesquels on effectue cette 
operation est vide). On remarque que donner une structure presque-complexe sur U C C n est 
equivalent a donner un sous-fibre complexe F C T\j ® H C, rg c F = n tel que F © F = Ty <8> R C. 
Bien evidement dans notre cas le voisinage ouvert U de l'origine est choisie sufHsement petit 
pour pouvoir assurer cette derniere condition. II est facile de verifier que pour tout k < t on a : 

n d 

r=X r 



Le fait que n > 3 permet de choisire n-multi-indices ..,n> ^fe = 0ifc>^2fc)>l < ^i,fc < 

^2,fc < n differents. On definit alors les constantes C l rk par la regie suivante ; C l rk = 1 si (k,t) = 
(h,rjh,r) et C*fc = autrement. On aura alors 



[6x,*>6a,J a2fc - 
Le fait que [^k7 z kCk] = Cfc niontre alors que 

r [ 7,o® E c = c(K, ljk ,e, aik ](o) ) [4,^Cfc](0), fc = l,...,n). 

Si on designe par X C f/ le voisinage ouvert de l'origine sur lequel la propriete precedente est 
verifie on a que la variete presque-complexe (X, J) est fortement non-integrable. 
La conclusion du corollaire precedent montre que sur une variete presque-complexe fortement 
non-integrable la ^-stabilite des faisceaux d'ideaux est une propriete tres forte qui fait perdre 
d'interet a ces objets! Venons-en maintenant a la preuve du corollaire |2 

Preuve. Le fait que le faisceau J soit ^-stable combine avec le fait que le complexifie de 
l'espace tangent est engendre ponctuellement par les crochets des champs de vecteurs de type 
(0, 1), implique que le faisceau J est d-stable, en d'autre termes stable par rapport a tous les 
champs de vecteurs. On peut voir alors l'operateur d comme une connexion 

d:J—>J® Sx £(TZ) 

integrable sur le faisceau d'ideaux J . Une consequence de la preuve du theoreme 0] est que 
localement il existe un generateur ip du faisceaux d'ideaux J tel que dip = 0, ce qui permet de 
conclure. □ 
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